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ALGUNOS. VALORES MEDIOS Y DESIGUALDADES
‘ REFERENTES A CURVAS' SITUADAS -
SOBRE LA SUPERFICIE ESFERICA

por L. A, SA.‘NTALO

INnTRODUCCION (

Supongamos la superficie esférica de radio uno y en ella
inscrito uno cualquiera de los pohedros regulares convexos. Si
trazamos los arcos de circulo maximo que unen los vértices
consecutivos de tal poliedro, tendremos’ sobre la superficie de
la esfera dlbuJada’ una red{ uniforme, es 'decir, tendremos des-
comphesta- la suberflcle esférica en un’ Cierto nimero de poli-

gonos esféricos regulares e 1guales. Por ejemplo, Tas lf:g::};s’/
‘Tya nepresentan respectwamente las nedes demvadas del ded8=” _, '

caedro Y del’ 1qo§aedro

Supuesté, Sobre la superflcm d"‘

N

; e; valor mxedw de este numero n .y deduclr de él algunas con- ,
cuencxas. S ‘, N S a '

jos do H. Havwiozy, mm MWWW
veticl, 11, 1988-89. mma«w g
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curva, 0 ‘en gén : ha flgura‘cualqulera usoep‘xble de - mov;—
rniento ‘sin’ deformacxén sob):e_ ' 5
termmada por la posicion ‘dé 1y
2 la misma; m4s. una iotacl
conjunto’ de, ‘posicione dg
mlsmo, -un conJ

sxendo d Q el elemento de drea. de la superflcle esférlca corres-
pondiente al punto @ . La- expresnén dK, se llama densldad
cinemdtica esférwa. PR .

Si la figira:mé6vil es una curva de longltud L y sobre Ja
esfera existe otra curva fija de longitud .L,, llamando n al né-
mero de puntos de.interseccién de ambas curvas para cada po-
sicién c}e la primera, tiene lugar la siguiente férmula, llamada
de Poincaré, -

/ndKe=.[;LLo. | (2).

Y

o
drate, Comm, Math. Helvetici, 13, 1941. Gegenseitige Bedsokbarke;t aweier
Eibereiche und Isoperimetrie, Vlertellahrschnft der Nat. Gess. Zunch ‘86, 1941.
El origen de los trabajos referentes a cuestiones como las tratadas em -
¢ 1y ¢ 2 se remonta a E. BAKBIER, Note sur le probléme de I’atymlle et le
Jeuw du Jomt couvert Journal de Lmuvﬂle, 2' Serie, 5, 1860 o -
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r,,,medw del nunwro de puntos de mterseccwn de

I;gg W6vil con una ted uniforme.. Supongamos dlbuJada
sobre Y "\,superfmle esfénca una red umforme tal como se. ha

Sea K {una ‘ciirva- de ~longltud L'mévil sin deformacién so-
bre la superflcw.‘ Para" aphcar la' formula (2) a esta curva K.
y a toda la red, observemos que la longitud de esta dltima es
a,d, siendo a, el nimero de arlstas del polledro regular de ¢
caras. Es pues :

[ndK,=bad, L. o (3) :

‘ ,
Como la integracién estd extendida a toda la superficie es- -

férica (cuya 4rea es 4 n por suponer la esfera de radio unidad)

respecto d @ y de 0 a 27 respecto dr, es también ‘

{®) Para la definici6n anterior de densidad cinemitica esférica y férmula - .
de Poincaré, ver W. BLASCHKE,: Vorl, siber Intcyralgeomctrw, II Hambur-_ ',‘
gor Math, Eizelschriften, 1937, pfg. 81. . . 5y
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‘ , ! l xgugpe;o': de pu,ntos '
‘int rseccxén de- la,\ curva K con’ los lados de:la ‘réd.“' &

' Cansecuenclas. I Como el valor medlo 1o phede ser su-'
perior a .todos los valores posibles de n, ni tampoco mfer.l.orl
a todos ellos, se tiene: - ‘ -','

Sobre la superfzcw esférwa de radw uno, toda curva de
longitud L se puede colocar-de tal, manerg que . corteia la red .
- . esférica definida por el polwdro regular de ¢ caras. en un nu—
N ) La,, " ‘

W mero -de punfos tgwal 0 rruzyor que . T

AR alguna poswufn en que corta a la misma red: en un mimcro de
oA puntos igual 0 menor que el mismo cociente. Si este cociente -
no -es " entero, se puede sustituir ‘por el: entero supenor ‘mas”
préximo ‘en el primer caso y por el entero inferior mais’ pré-
ximo .en el segundo.

ST | A n<r quiere. decir que habré posiciones en que
Uiae=0, y. por tanto: A
." Una’ condicion suflclente para asegurar que una curva es-
| férwa K puede colocarse' en una posicién tal que no tenga nin-
gdn ;pinto comin con una red uniforme de ¢ caras, es que

III. Més general:

Si una curva K no puede cortar a una red de c caras en

.. mds de n puntos, es n<n, y por tanto >

an2n
dcd,

I

M L )

o Rec(procamenbe si se cumple (5), exxsten posiciones de
‘ }K en’ las cuales corta a la red en menos ‘de n-puntos.
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umfz de puntés, cubwrtos por

,\ & 24,
'q(/:}én sobre la superflcx-e esférlca de radlo uno. Si v, ‘65 el
iy

ero‘, e’ vértioes de una red’ esfenca que .K' contiene en su

__“;}M L en una determlnada posxcx()n (por ®

‘et¥;=1),” querémos hallar ‘el®valor medio de''e

Para ello observemos ‘que 14 medida del conJunto de p051-*‘
cmnes ‘dé K en las cuales contiene un punto. fijo P es xgual R
anF, pues para calcular [ dKe extendida a todas las posiciones
‘en’las cuales P. pertenece a K, se puede suponer primero, fijo
o (reqordar (1)) y entonoes la integral de d @ vale F, e inte-
‘grar luego dr de 0 a 21t.:Si no se trata de un solo pun.to P
"sino’ que existe un niimeto 'N ‘de “ellos sobre la. superfxcle esfé- .
ncq “'al integrar " dK, . como -acabamos - de (decir - “para cada
punto, se obtiéne en total 2w F N, pero de ésta manera ‘las, po-
. siciones en las cuales K contiene v puntos vienen contadas v
veces; en defmxtwa se puedeescribir, por tanto,.

‘ v,

fvdKe=21tFN. : (6).

La_ integracion, como siempre, se puede considerar ex-
tendida a todas las posiciones posibles de K, entendiendo que
e3 v=0 cuando no contenga ningin punto en su interior.

B .. Siendo, como en § 1, [dK.=8n2, resulta como valor o,
o medw de v (cuando sobre la esfera existen N puntos en cual-
quier posicion) -

' —_ [vdK, FN - .
) . v = T&E——.—-—a—n—- . (7)

Si los puntos fijos son los vértices de la red derivada del

poligono. regular de ¢ caras, podremos poner v, en lugar de

. . N, indicando con v, el niimero de vértices del poliedro regular
BESEE de ¢ caras. '

Por las mismas razones que en § 1, se deduce:
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tamblén en otra po§wtdn tal que el nitmero de ‘dichos puntos
Fue-
%
no es enbero, se. puede sustltuu' por el entero supehor més pro-:. -
ximo. e el pm’nex‘caso ¥ por el entero- inferior fnds préximo *
-en, el segundo‘ Tt s
. 1L Si una )‘zgura K (que puede ser multlplemente conexa, .

° blen compuesta de distintos pedazos, siempre que ellos con- -
serven constante su posicién relatwa) no pugde contener en su . T
interior mids de v vértices de una red, su drea F cumple la llmt— R 1
tauén ‘ R |

sea lgual ) mmor ‘que. el mzsmo coczente i el cocienta

R F

~ Ve

" ' Retiprocamente, si se cumple la desigualdad (8) se puede .
-asequrar que hay alguna posicion de K en la cual contiene
menos de v puntos-en su inierior.
¢ '+ Andlogamente, si la figura’K, en cualquier posicién con-

- tiene por lo menos v vérlices de una red, su drea F. cumple

yE e Lo -

nzize - (9)

Ve

siendo, como siempre, v, el nimero de vértices de la red.

§ 3.

1. Unas condiciones suficientes para que una figura esfé- o
rica conveza pueda estar contenida en el interior de otra (3) S

(,‘) Tn recmto esfénco ge llama comvezo cuando su contorno no- -puede -ger
cortado por un ecirculo méximo en mis de dos puntos. Una linea esférica
corrada, ¥y convexa divide a la superficie de la esfera en dos regiones: al decir

. recinto o flgura. convexa consideramos siempre aquella regién que es igual o
Mmonor que una semiesfera.
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f\‘ L GER ha .obtemdo condlclones sufwwntes para que. )
Y repi "p '*‘l’ “"Uconvexo de’4rea Fy ‘peritetro L puéda éstar,
o' almenbe ‘én el interior ‘de. otro recmto conwexo de
F‘\y perfmetro Ly (%). o sy e e
I

PR A e

,'.V amps a obtener unas, condlcxomes analogas para el caso - de
: ig‘uras esféricas. :

¢1;:iSea F el drea y L el perimetro de la fxgura convexa K
‘y Fo, Ly:los correspondientes valores para K,. Considerando_K'
fqa sobre la superflcle ésférica de radio umdad y. K mévil .
éobm la misma, la medlda ‘de todas las posicionés de K en las
'que tiene algin punto comin con K (medida obtenida con la - Lo
densidad cmematlca (1)) es conocida y vale (®) g

_‘1

/dKe—2n<F+Fo>+LLo— FFo  (10) .

K.Ky=o0. i

Esta medida oomprende las posiciones en que una de las. ‘
flguras, Ko K, esta totalmente contenida en la otra (cuya me-~ N

dida representaremos por M,), més la medida de las posiciones
en_que el contorno de K, corta al de K enyi puntos (i=2,4,
6,...) que representareinos por M; Por tanto (Io) se puedg
bscrlblr (5)

Il{0—|—M2—|—M;—|—M6+....=2n(F+FO)—{7\LL0—-
Por otra parté, la férmula de Poixcaré (2), n

aMy+4M, - 6M;+...=4LL,

(*) H. Hapwiger, Ueberdeckung ebener Bereiche durch Kreise und Qua-
drate, Comm. Math, Helvetici, 13, 1941. No hemos podido consultar directa-
ments este trabajo de,Hadwiger; conocemos finicamente la critica del mismo
aparecida en ‘¢ Mathematlcal Reviews’’, vol. 3, 1942. Ignoramos, por tanto, )
si nuestra demostracién para las figuras esféricas, que evidentemente tiene
su andloga para el caso del plano, coincide o no, en tal caso, con la demos-

. tracién de Hadwiger.

’ (*) 'W. BLASCHKE, Forl, dber Integralgeometne II, pig. 82.

A ] (°) Obsérvese que por ser X y K, convexas, las posiciones en ‘que § = 1, 3,
T 5,.... tienen medida cero y mo hay que considerarlas.




pre’ positivas o ‘nulas, - de. aqu.i s ‘dedube que una condicidn
 suficiente para que ‘existan posiciones en las cuales una delas
dos figuras *¢onvezas K, K, esté contenida totalmente en el in-
terior de hz otra (es decu‘,.para que M0>o) es que,

De aqui se deduoe, en consecuencia, que si dos figuras K
y K, son tales que ninguna de ellas pueda estar contenida en gk
interior de la otra debe ser : '

zn<E+Fo>;—(FFo+LLo)§o- (16)

En particular; tomando dos figuras iguales a K, esta
. des1gualdad (1[;) nos da (haciendo F=Fy, L=L,) (")

L2>F(!¢n—F) . - (xBY
o bien, tomandolas ambas iguales a K:
’ L= Fy(bn—F,). (x6),
Como estas desigualdades (15) y (16)“son validas cualés-
quiera que sean K y K, se seduce que para cualquier par da
figuras esféricas convexas, vale siempre
LELE=FF,(brn—F)(hn—Fy). (17)
Esta desigualdad (17) nos va a permitir afinar mas la

oondicién (13):. En efecto, la desigualdad (#3) deja sin esta-
blecer cudl de las dos figuras K, K, es aquella que esti con-

(") 8e observa que la desigualdad (15) es la clisics desigualded isoperi-
métrica para figuras esféricas. La demostracién dada, que: aqui necesitamos
solo de paso, es en el fondo la de BrascukE, Vorl. Integralgeom. II, pig. 83.

Como toda.s Ias medldas M; (l 0,2 l;, yees) "son siém'-,'

zn(F+Fo)—+(FF0+L Eo)>o. _ (13) |

i~ T s
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:opnel ont:
ra 5o r que K esté conte_
os la deslgualdad '
A e tor,

: Fo)f?ﬁ?l&)” FFo (4“—1") (ﬁ“—Fo) (18)

\‘. SO

\\:3 l} “/ L e
quya éxpresxén subradxcal es sxempne posmva o nula, segun (17)
H &A(\I Y

ntem&a en la otra. Vamos a demostrar, adem&s, que la rea-
» lizacion de (18) implica que F<F,, con lo cual ya seré se-
- ,guro que es K la figura que puede estar contenida en K, .En
“efecto, de (13) (que es consecuencia de 18)) se deduce

.

LLO_'_<21:(F+F0)_—FF0. . " (19}

Si fuera F=F,, segin (19), seria L Ly< (4% — Fo)F. -
y por lo tanto (18) no podria verificarse por ser el segundo'
miembro esencialmente positivo o nulo.

En lugar de (18) se puede también considerar

Fo(hm— F)—LL,>YL2L2—FF,(hn—F)y (4 = — Fy).(20)

Esta desigualdad tiene como consecuencia (13) y ademés
exige también -que sea F <F,. En efecto, si fuera F=F,, de la _ -
desigualdad (17) se deduciria _ e

L2L02§F02(4“__F)2 - : |

osea LLy=Fy(4hn—PF), con lo cual, por la misma razén de
antes, (20) no podria-realizarse, por resultar el primer miembro
negativo o nulo. .

En definitiva, la condicién (13) se puede puntualizar con
las desigualdades (18) y (20), las cuales, cambiando un poco la
estructura, permiten enunciar, sobre la esfera de radio unidad:

. Condiciones suficientes para afirmar que la figura convexa
K puede estar contenida en el interior de la figura conveza K,
son que se realice una de las dos condiciones:



que.es

LL,+VIFD% —FF, (=B (a—Fgy . % . .-
Folex—F) ‘ <t (22) ©
2. Casos partwulares I Si conSLderamos el caso en que Ko
es un cxrculo de radio esferwo R ( _ ) , €8
Vo - . \ )
Lo:'=2'nse'nR, S Fozzn(x —cos R) (23)

q

y las oondlcmnes (21) y (22) se escrlben, despues de simples
transformaclones,

(br—Fyung B _L> VITTF Gl (ab)

Luego : /
. Para que una figura convera esferwa K situada sobre la
" -esfera de radio unidad pueda estar contenida totalmente en el
interior de un circulo menor de radio esférico R, es suficiente
que se cumpla una cualquiera de las condiciones (23), (24).
II. Paso al caso del plano. Las condiciones suficientes
(21) y (22) se refieren al caso de figuras esféricas convexas si-
tuadas sobre la esfera de radio uno. Si se trata de figuras si-
tuadas sobre la esfera de radio p, bastard escribir las mismas
condiciones (21) y (22) para las figuras obtenidas proyec-
tando las figuras dadas, desde el centro de la esfera, sobre la
esfera de radio uno. Bastara, por tanto, sustituir L, Ly, F, F,
L LO F F,
por —, PORRRCY
P p e p
esta manera y haciendo tender p a mflmto, para pasar al caso
del plano como limite de una esfera cuyo radio crece infinita-
mente, se obtienen las condiciones ‘

respectivamente. Escritas (2 I) y (22) de

1y
'

L—Foot XSy F(hn—F) (23)

pan AT o
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‘;LLQ—l-VL2L20__ Isn FF0<I

las cond1c1ones suﬁcwntes obtemdas por HADW’IGER (5)
que Ja f1gura plana Y. copyexa . K de 4rea F Y perimetro L
pli‘e‘da éstar . cont:emda en el mtenor ‘de la flgura convexa K,

1. Desigualdades isoperimétricds sobre la esfera. Sien lu- - . = :

[UfFo

'

'.'§‘4.' ‘

lar de escribir las condiciones (23) y '(24) suficientes para - :
que la figura. K pueda estar contenida en el interior del circulo

de radio R queremos escribir de manera anéloga las condiciones
snfwwntes para que un circulo de radio esférico.r. pueda estar Co
contenido en el mterwr de K de .las de31gualdades (21) y S
(22) se obtlene _ , o

‘ Fcot——L>VL2 ~F(bx—F)  (25)

' L— (bn—F)tang —>VIE—F(x—F). (26) . .
Supongamos que sea R el miximo de los radios de los

circulos que no pueden contener a K en su interior y r el mi-

nimo de los radios de aquello; que no pueden estar contenidos

en la misma K.
Seguan esta definicion, pard estos valores de R y r, no pue-

de verificarse ninguna de las desigualdades (23), (24) (20)

(26) Por tanto, Hamando para abnevxar ’ R

se tendra, segin (23),

A—LtF(hr—F)—L[*4F2— nF

YA=L —Foot £
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puesto que si se\venflcase la des1gualdad contrana segun (25)
la figura K podria contener én su, interior al cu'culo de radm.
R, lo cual no.es posible. De estas desigualdades e deauoe '
; Ry
(a) Az (L—Fcot—;)

2

y anéioganierite, de (24), (25) y (26) se ‘deduce también

(b), A{_Z_(([ut-——F)'cang—ﬁi.——-lvll)’z o u
@ Az (Ferl—1) L e
L @ A= Pegl)

La expresion A es lo que se Hama «déficit isoperimétrico» B

para las figuras convexas situadas sobre la esfera de radio uni- .. . |

.~ dad(?) y las desigualdades (27) nos dan algunas acotaciones i
. mejoradas de la desigualdad isoperimétrica clasica L2--F2 — v 3‘{{‘-:
' —4nF=o0. 3
Aplicando la relacion =~ i

tyiz o (=492

. X - {4

(*) Ver loo. cit. en (*); ademés H. HapwicER, Gegenseitige Bedeckbarkeit ) ]

sweter Eibereiche und Isoperimetrie, Viertejahrssch. der Nat. Gess. Ziirich, B

. 86, (1941), pag. 153, :

(°) Sobre el problema de la isoperimetria sobre la esfera ver, por ejemplo,

T. BoNNESEN, Les Problemes des isopérimétres et des isépiphanecs, Gauthier-

Villars, Paris 1929, phg. 80. Para bibliografis ver BONNESEN-FENCHEL, Theo-

R e der konvexen Korper Ergebnisse der Mathematlk und ihrer Grenzgebiete,
. . Berlin, 1934, pig. 113.
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3 Ag (2 n tang'_B-‘— p— (———— 2m tang-—) (30)

. Todas estas desigualdades (27) (28), (29) (30) son'nue-:
vas acotaciones para el «déficit ‘isoperimétrico». Al pasar -al
.plano como caso lfmite de una esfera cuyo radio crece infig
mente (tal como se hizo en § 3, caso particular II)~Ilas
acotaciones conocidas para el déf1c1t isoperimétrico
planas.

Rosario,. Instituto de Mateméticas, abril de rg4a.

TEMA PROPUESTO e

38. -Demostrar que ‘ . p

n—>»Q®

e dmer(cat 1+3:+ )=




