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SUMMARY. The classical fundamental mean-value formulae of Ste-

reology (Vy = A, = L, S, = (4/mL, = 2P, L, = 2P,) as given

L® "V

for instance in UNDERWOOD [10] and STOYAN-KENDALL-MECKE (9],
which refer to sections of a given convex body in E3 by lines
and planes, are generalized to the case of sectioning the body

by curves or surfaces of arbitrary shape.

1. INTRGDUCCION.

Sea X un cuerpo convexo del espacio euclidiano de tres dimen-
siones E3, que llamaremos una "muestra'" y sea Y un conjunto
contenido en X, llamado ''fase', compuesto de curvas (dimensibén
r=1), superficies (dimensi6én r=2) o voldmenes (dimensiSn r=3),
de forma arbitraria y dispuestos también de manera arbitraria
dentro de X. Supongamos que todas las componentes de Y sean de
la misma dimensién, es decir, Y puede ser un conjunto de hilos
o filamentos (r=1), o un conjunto de superficies o 14minas
(r=2) o un cdnjunto de particulas o cuerpos (re=3). Para distin-
guir los tres casos, designaremos por Yr a cada uno de ellos.

Supongamos primero el caso de hilos Y;. Si se corta X por un
plano E dado al azar (segn la ley de probabilidad .usual en la
teorfa de Probabilidades Geométricas, ver (2] 6 [6]), la sec-
cién E n X serf un dominio convexo plano cuya &rea representa-
remos por A(E N X) y la interseccién B N Y; serd (salvo un con-
junto de posiciones de B de medida nula) un conjunto discreto
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de puntos, cuyo nfimero representaremos por P(E N Yl)' Sea L(Y,)
la longitud total de Y; y Ly la longitud media de Y, por unidad
de volumen de X. Sea P, el nlmero medio de puntos de E N Y,
(convenientemente definido) por unidad de 4rea de E N X. La
primera férmula clidsica de la estereologfia dice que

(1.1) Ly =2P,.

Sea ahora el caso de superficies o ldminas Y, contenidas en X,
cuya irea total representaremos por A(Y,;) y por Sy representa-
remos el &rea media de Y, por unidad de volumen de X. Al cor-
tar por un plano al azar E, la intersecci6n E N Y, serd un con
junto de curvas cuya longitud total representaremos por

L(E n Y,) y la longitud por unidad de drea de E N X represen-
taremos por L,. La segunda f6rmula estereolégica fundamental es

(1.2) s, = (4/m L,.

Para el caso de particulas o cuerpos Y, de volumen total V(Y,)
y cuyo volumen medio por unidad de volumen de X se representa
por Vy, al cortar por un plano E, la interseccién E N Yj es

un conjunto de dominios planos cuya 4drea total es A(E NY,) y
el irea media por unidad de 4rea de E N X se representa por

A,. Vale entonces la tercera férmula estereolSgica fundamental,
a saber,

(1.3) Vy = A,.
Si en vez de cortar por un plano E, se corta por una recta al
azar G (en el sentido de la teorfa de Probabilidades Geométri-
cas, ver [21.6 (61), en el caso Y, resulta sobre el segmento
G N X un conjunto discreto de puntos P(G N Y,) cuyo ndmero
medio por unidad de longitud de G N X representaremos po Py
valiendo entonces la férmula

(1.4) S, =2P

Para el caso'Y,, la interseccién G N Y5 es un conjunto de seg-
mentos de longitud total L(G n Y3), cuya longitud por unidad
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de longitud de G N X se representa por LL, valiendo entonces
la f6rmula

(1.5) V, = L

Estas f6rmulas (1.1) a (1.5) son las fundamentales de la este-
reologia del espacio 53, las cuales permiten estimar Ly, Sy o
Vy en X, a partir de los datos anflogos en las intersecciones
de X con un plano E o con una recta G. La demostracién puede
verse en el texto cldsico de UNDERWOOD ([10], en COLEMAN [2] o
bien, desde otro punto de vista, en STOYAN-KENDALL-MECKE [9]}.
Para una exacta puntualizacién de las ideas bdsicas es impor-
tante el trabajo de MILES-DAVY ([4].

El objeto del presente trabajo es demostrar que las mismas f6r
mulas (1.1) a (1.5) valen si, en vez de cortar X por planos o
rectas, se corta por superficies o curvas cualesquiera. Este
hecho fue observado por UNDERWOOD [10,p4g.39], pero sin dar la
demostracién. Aqui seguiremos los puntos de vista de MILES-
DAVY [4], pero en vez de utilizar las densidades clésicas para
rectas o planos, utilizaremos la densidad cinemdtica de la
Geometrfa Integral, que vale para superficies o curvas cuales-
quiera, m6éviles en el espacio sin deformacién. Utilizaremos
las f6rmulas de Geometrfa Integral dadas por primera vez en

[S] y de manera m&s general en [6] y [8]. También considera-
remos (n°S) el caso de pares de variedades (curvas o superfi-
cies) que cortan a X, caso considerado por HILLIARD (1], UN-
DERWOOD ([10,p.45 y 73], para el caso de rectas y planos.

Para una excelente puesta al dfa de los problemas y perspec-
tivas de la Estereologfa, hasta 1987, ver el articulo de L.M.
CRUZ ORIVE [3].

2. LA DENSIDAD CINEMATICA. (ver [5]),[6),1[7]).

Para determinar la posicién de un objeto indeformable (curva,
superficie o cuerpo) en E3, basta dar la posicién de un sis-
tema de ejes cartesianos ortogonales (ejes méviles), determi-
nado por el origen P y tres versores ortogonales €1,€,,€5,,
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invariablemente unidos al objeto. La posici6n de este sistema
de ejes estd determinada por la posicién del origen (de coorde
nadas x,y,z), la direccif6n del eje m6vil e, (dada por las coor
denadas #,¢ del punto que lo representa sobre la esfera unidad)
y por una rotacién a alrededor de e;. Si llamamos

dP = dx A dy A dz al elemento de volumen del espacio correspon
diente al punto P, df* = senf dé A d¢ al valor del elemento de
irea sobre la esfera unidad en el punto correspondiente a la
direccién de ey Yy da la rotacién alrededor de e5, la llamada
densidad cinemdtica de la Geometria Integral es igual a 1la
forma diferencial

(2.1) dK = dP A df* A da.

Se demuestra que esta forma es invariante por movimientos, es
decir, es independiente de los ejes fijos que se toman para
definir las variables x,y,z,0,¢,a y también de la posicifn del
objeto m6vil respecto de los ejes (P,ej,e;,e3). Debido a esta
invariancia, se dice que dK es la densidad cinemidtica Zsotré-
ptea y uniforme. Se suele representar por IU y a veces también
por IUR (isotropic, uniform, random) para indicar que la posi-
ci6n del objeto ligado a los ejes se puede considerar dada al
azar segin la ley isotrépica (independiente de 1la orientacién)
y uniforme (invariante por traslaciones).

Los casos posibles en E3 son los siguientes:

a) Superficie mévil S y curva fija Cy. Si la superficie S es
mévil con la densidad cinemitica dK y su drea vale A(S), para
el ndmero de puntos de interseccién n(S N Co) con una curva
fija C, de longitud L(C,), vale la férmula (ver [5])

(2.2) I n(s n Cy) dKk® = an? A(S) L(C,)

S
donde hemos indicado por dK a la misma densidad cinemética
(2.1) con el fndice S para indicar que el objeto m6vil es la
superficie S.

b) Superficie mévil S y superficie fija Sy. Llamando L(S N Sg)
a la longitud de la curva de interseccién de S con S, vale la




férmula integral (ver (5])

(2.3) J L(S N S,) dx5 = 213 A(S) A(S,) -

c) Superficie mévil S y cuerpo fijo X. Indicando por V(X) el
volumen de X (no necesariamente convexo)} y por A(S N X) al
frea de la intersecci6n S N X vale (ver [5])

(2.4) I A(S N X) dkS = 8n? A(S) V(X).

d) Curva mévil C y superficie fija S. Es el mismo caso a) con
el movimiento inverso, de manera que el resultado es, como an-
tes

(2.5) I n(C nS) dk® = 472 L(C) A(S).

e) Curva mévil C y cuerpo fijo X. Vale la siguiente f6rmula
(ver [S])

2

(2.6) J L(C nX) dk€ = 8n? L{C) V(X).

Las férmulas (2.2) a (2.6) se pueden ver en [5] y también en
[6) , condensadas en la férmula Gnica (15.20), pdg.259. En los
primeros miembros, la integracién se puede considerar extendi-
da a todo el espacio (x,y,z,0,¢,a) puesto que 1los integrandos
son nulos cuando las curvas, superficies o cuerpos, no tienen
puntos comunes.

3. DENSIDAD CINEMATICA PONDERADA.

MILES y DAVY [4], observaron, para el caso de rectas y planos,
que para las aplicaciones a la estereologfia era mejor utili-
zar las llamadas densidades ponderadas (W, wetghted) en lugar
de las isotrépico-uniformes IU o IUR. Para el caso de la den-
sidad cinem4tica, vamos a ver que ocurre algo parecido.

Sea X un cuerpo de E3 (muestra) que contiene en su interior
el conjunto Y (fase), que puede estar constituido por hilos,
superficies o cuerpos (corplsculos) que queremos estudiar.
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Consideremos el caso de una superficie S, mévil en el espacio
de manera indeformable. Si ella estd invariablemente unida a
los ejes méviles (P,e;,e;,e3) ya sabemos que si queremos una
medida invariante por movimientos, debemos tomar la integral
de la medida cinem&tica IU (2.1). Pero otra manera de dar po-
siciones de S al azar, puede consistir en fijar S dando
(P,ej,e,,e4) y, ademds, el punto sobre S en el que se supone
situado el origen P; este punto sobre S estard determinado por
el elemento de frea do de S. La densidad cinemdtica ponderada
(weighted) se define entonces por

(3.1) dK: = do A dP A do* A da.

Observemos que, fijados dP,dd*, da , el elemento de &rea do
puede integrarse sobre el drea A(S N X), quedando

(3.2) I dk? = J A(S n X) dkS

donde la integral del primer miembro esti extendida a las po-
siciones de S en que corta a X.

En cierta manera es natural tomar, en estereologfa, esta densi
dad ponderada dKy, puesto que si se quiere analizar la fase Y
del interior de X por su comportamiento respecto de la inter-
seccién S N X, parece conveniente tomar S al azar pero de ma-
nera que las posiciones con S N X grande resulten privilegia-
das, es decir, tomar una densidad de probabilidad proporcional
al drea A(S N X), como es (3.2).

Si la figura m6vil es una curva C y su elemento de arco lo re-
presentamos por ds, tomando el origen P de los ejes mbviles
en ds, la densidad cinemitica ponderada se escribe

(3.3) dxg = ds A dP A do* A da.

Suponiendo que se elige ds en el interior de X, para cada po-

sicién de (P,e;,e;,e43) se puede integrar ds a la interseccién
C Nn X, resultando

(3.4) J dK; = J L(C n X) dkC.
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Esta férmula responde al método prédctico de determinar al azar
la curva C dando primero uno de sus puntos en el interior de X
y luego tomar este punto como origen e integrar dKS a todas
las posiciones de C.

4. FORMULAS ESTEREOLOGICAS.

Veamos los distintos casos mencionados en el n°1.

a) Estimacidén de longitudes mediante superficies de prueba.

Supongamos que la fase Y; sea un conjunto de curvas o filamen-
tos contenidos en X. Queremos estimar la longitud de los mis-
mos por unidad de volumen de X o sea el cociente L(Y;)/V(X).
Cortemos por una superficie de prueba S, 1la cual, en cada po-
sici6n, cortar4i a Y, segln cierto ndmero de puntos n(S N Y,;).
Tomando la densidad ponderada dK: (3.1) el valor medio o espe-
ranza matemitica de n(S N Yl) por unidad de 4rea de S N X, re-
sulta

n(s N Y,) J n(S NY,)

1_ axSy( dxs)'1
A(S N X) w J W

4.1) E
( w A(S N X)

o sea, segin (3.2), (2.4) y (2.2)

n(S n Yl)) L(Yl)

4.2 E
(4.2) YA NX) 2V(X)

que se acostumbra a escribir, simb6licamente,

(4.3) P, = (1/2) Ly,

que es la misma férmula (1.1) extendida al caso en que, en
lugar de planos, se corta al azar por superficies congruentes
cualesquiera S. En otras palabras: 2P, = 2 n(S N Y )/A(S N X)
es un estimador insesgado de L(Y;)/V(X) = longitud de la fase
por unidad de volumen de la muestra.

b) Estimacidn de dreas mediante superficies de prueba.
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Supongamos que la fase sea ahora un conjunto de superficies
(l14minas) Y, contenidas en X, de 4rea total A(Y,). Queremos
estimar el 4rea de Y, por unidad de volumen de X, o sea,
A(Yz)/V(X) = Sy

Cortamos X por una superficie de prueba S, supuesta dada al
azar con la densidad cinemdtica ponderada dKa (3.1). E1 valor
medio de la longitud de la interseccién S n Y, por unidad de
4rea de S N X ser4

L(S NnY,) L(S nY.) -1
(4.4) E. (——29) = (| —2= 4k5) axs
W A5 N X) IA(S nx)y ¥ (I W

o sea, segln (3.2), (2.3), (2.4),

L(S n Yé)) - A(Yz)

(4.5) E
ACS n X) 4 v(x)

w

que se suele escribir

=1
(4.6) L, = TSy

Esta f6rmula tiene la misma forma que (1.2), generalizada al
caso de cortar por superficies de prueba cualesquiera, en vez
de cortar por planos. Es decir la expresidn (4/7)L, = (4/7)
L(S n Y2)/A(S N X) es un estimador insesgado de A(Y,)/V(X) =
drea de la fase por unidad de volumen de la muestra.

C) Estimacién de volimenes mediante superficies de prueba.

Supongamos que la fase es ahora un conjunto de partficulas o
corpfisculos Y3, contenidos en X. Queremos estimar el volumen

de Y5 por unidad de volumen de X, o sea, el valor de V(Y3)/V(X),
mediante superficies de prueba S. Cortemos X por una prueba S,
dada al azar segln la densidad cinemftica ponderada dKS (3.1).
La interseccién S N Y, estard compuesta por dominios sobre S
cuya &rea, por unidad de 4rea de S N X, tendrd por valor medio
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1

A(SNnY A(SNY
(4.7) E _S_____El) = ( I ( 3)

axs Sy
W G ) (j ax$)

A(S N X)

o sea, segdn (3.2), (2.4),

A(S N Y3)) V(Y,)
A(S N X) V(X)

(4.8) E,

que se puede escribir

(4.9) A, =V

A v

lo mismo que en el caso (1.3) en que las pruebas eran planos,

mientras que aquf son superficies de forma cualquiera. Se pue
de enunciar: la expresidn A, = A(S N Y;) por unidad de drea de
S NX, eas8 un estimador insesgado de Vv = volumen de la fase

Y3 por unidad de volumen de la muestra X.

d) Estimgoidn de dreas mediante curvas de prueba.

Sea Y, un conjunto de superficies contenidas en la muestra X.
Cortemos por una curva C de longitud L(C) y propongamos el pro
blema de calcular el valor medio del ndmero de puntos de inter
seccién n(C N Y,) por unidad de longitud de la interseccidn

C N X. Lo hacemos con la densidad cinemdtica ponderada (3.3).
Se tiene ‘

cnNYy cCny
(4.10) E 25_____31 - In( 2)

-1
—_—2 gxt xS
L(C N X) L(C N X) W (I W

w (

o sea, teniendo en cuenta (3.4), (2.5) y (2.6)

n(c NY,) 1 ACY,)
(4.11) E, (——=) = =
L(C N X) 2 v(x)

que se puede escribir, anflogamente a (1.4)

(4.12) P, = (1/2) Sv.

referida ahora al caso de cortar X por curvas congruentes
cualesquiera en lugar de rectas. Se puede enunciar:
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b = 2n(C N Yz)/L(C N X) = dos vecec el nidmero de puntos de
incerseccidn de la fase Y, con la prueba C, por unidad le arco
le la intergeceidn C N X, es un estimador insescyado del cocien
te A(Y,)/V(X) = drea de la fase por unidad de volumen de la

muestra.

e) Estimacidn de voliumenee mediante curvas de prueba.

Sea Y3 un conjunto de particulas o corpdsculos (fase) conteni-
dos en la muestra X. Cortemos con una curva C al azar seglin la
densidad cinemdtica ponderada dKS y sea L(C N Y;3) la longitud
total de la interseccién C N Y3. Queremos estimar el cociente
V(Y3)/V(X) (volumen de Y; por unidad de volumen de X) a partir
del cociente L(C N Y3)/L(C N X) = longitud de la interseccién
C N Y, por unidad de longitud de C N X. Tenemos

-1

(4.13) E

L(CnY, L(C nY,)
D -

37 gx© ax®
L(C N X) L(C N X) W (J W

o sea, segln (3.4) y (2.6),

L(CnY V(Y
(4.14) B (o 2, | 1Y)

¥orenx V(X)

que se suele escribir

(4.15) L, = Vy

es decir: el coctiente entre ia tongitud de la intergeccidn
CNY;3yla longﬁtud del arco C N X es un estimador insesgado
del volumen deé Yy por unidad de volumen de X.

Hemos generalizadb asf (1.5) al caso de cortar la muestra X
por una curva de prueba C de forma cualquiera, dada al azar se-
gin la densidad cinemdtica ponderada (3.3).

En todos los casos (4.3), (4.6), (4.9), (4.12) y (4.15) hemos
supuesto que la superficie o curva de prueba era de cualquier
forma pero indeformable. En realidad, como el resultado depen-
de unicamente del 4rea, si es superficie, o de la longitud,

si se trata de una curva, la forma de estas pruebas no intere-
sa, de manera que se puede suponer que se corta por pruebas de
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forma variable, como superficies o hilos deformables, mientras
conserven el &rea o la longitud seglin el caso. El resultado es
td expresado siempre por las férmulas anteriores (4.3), (4.6),
(4.9), (4.12), (4.15).

5. PRUEBA CON PARES DE CURVAS Y SUPERFICIES.

En vez de cortar la muestra X por una superficie S o por una
curva €, se puede cortar por un par de curva mis superficie, o
por dos o tres superficies distintas. El1 método tal vez no sea
Gtil en la estereologfa priActica, pero el tratamiento tedfrico
no ofrece dificultad.

Nos vamos a limitar, como ejemplo, al caso considerado por
UNDERWOOD [10], pdgs.45 y 73, tomado de un trabajo de HILLIARD
[1) . Estos autores se refieren al caso de cortar X por pares
de rectas y planos al azar, considerando los puntos de inter-
secci6n Py por unidad de volumen que quedan interiores a la
fase Y, llegando a la férmula

(5.1 Pv = (1/2) Lv Sv
o a su equivalente

(5.2) P, = 2P, P.

Nosotros vamos a cortar por pares de curvas C y superficies S,
Si la fase Y estf formada por corplisculos o cuerpos cuales-
quiera de volumen total V(Y), la interseccién C NS NY es un
conjunto discreto de puntos (salvo posiciones de C y S de me-
dida nula) y es conocida la f6rmula

(5.3) I n(C nsny) dk€ dx® = 32 »* L(O) A(S) V(Y),

la cual es un caso particular de la f6rmula general (15.22) de
(6], pdg.259. Son conocidas también las f6rmulas integrales

(5.4) J L(C nY) dk® = 8 72 v(Y) L(C)
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(5.5) I A(S nY) dk5 = 8 #% v(Y) A(S)

que pueden verse en [5], de las cuales se deduce

2
(5.6) E(L(C N Y)/V(Y)) = QT_L&)_
ax°®

2
(5.7) E(A(S N Y)/V(Y)) = L’II_ALS.).
axs

donde las integrales de los denominadores estdn extendidas a
las posiciones de C y S en que cortan a Y.

Como C y S se suponen independientes, de (5.3) se deduce

4

(5.8) pENS NnY),y . P, = 32 m° L(C) A(S)
v(Y) I dk© I aKS

puesto que J dk® ak® = J dk°® I daxS.

De (5.6), (5.7) y (5.8) se deduce

1
(5.9) P, = ; Ly Sy

que querfiamos demostrar. Aplicando (1.1) y (1.4) resulta la
férmula (5.2) generalizada al caso de cortar por curvas C y
superficies S,

Debemos notar que para la validez de estas f6érmulas (5.9) y
su equivalente (5.2) (para curvas y superficies), hemos toma-
do las densidades cinemdticas dKC y dKS, no las densidades
ponderadas ng o dKS. Antes del trabajo de MILES-DAVY ({4] es-
ta distincién no solfa hacerse de manera explicita, lo que
obscurecia la presentaci6n de los resultados estereolégicos.
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