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L'oljjet de cette note est d'étudier les suriaces développables qui 
passent par une courbe donnée de l'espace et dovit la droite généra-
trice occupe quelque position particuliòre par rapport au atrièdre fon-
damentale aí'fin» lió à la courlje. Nous verrons, en mC'me temps, que 
de cette étude, on peut deduiré certaines propriétés caractéristiques des 
courbes gauches dont la courbure ou la torsión ai't'ine sont liées i)ar 
relations determinées. 

1. Definitions et nofaMons.' — Soit x — x[s) l 'équation vectorielle d'une 
courbe dans l'espace E.,, dont le paràmetre s soit l 'arc atïin. 

Si les accents indiquent les dérivées par rapport à x , nous appellons 
les vecteurs x',x'\x", tangente, normal atïin et bi-normal at't'in res-
pectivement. L e fait d'Otre a l 'arc at'i'in, implique, comme on sait. la 
condition 

1) ( V « " ,•,/'•) = 1 

oii (."c'*''a;''') représente le determinant formé par les eoniposants des 
recteurs x',x'',x"'. Cette relation 1) nous dit q\ie les trois vecteurs 
x',x'',x"' ue sont pas dans un mème plan -. ils t'orment done un trièdre 
que nous appellerons le utrièdre l'ondamentale aiTin». L e plan determinó 
par x', .X'" est le plan oscidateur; le plan determinó par x",.;;'" sera le 
plan normal affin et le plan determiné par x', x'" sera le plan i-i;<:ti-
jiant affin. 

L a courbure et la torsión aft'ines ont les valeurs 

2) f,:--={x"'x'x'") í = - ( « " • . » " *•"') 

et nous savons qu'existe la relation fondanientale 

3) x"-^l:x" + tx' = 0. 

' Voir par ex.". W. lilascbke, «Vori, über Uií'fereuüalg'eometvic 11». Gliiip. ;ï. 
K. Salkowski, «Aífine Difíereiitialgeonietriu», §2*2 et suivants. 
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2. Généralités sur les surfaces développables. Considerons (Lans 
cliaque point de la courbe X = X(B) un vecteur e(s)^0. L'équation 
vectorielle 

4) .í/(s,>.)=«W + >e(«) 
ofi /. est un paràmetre, est l'équation d'une surface réglée qu¡ passe ¡¡ar 
la courbe donnée x=x(s). 

La condition néeessaire pour que la surface 4) soít dóvelopjiable est 
que, pour toutes les valeurs de >., les vecteurs tangents x' + '/.e' et le 
vecteur géuératrice e soient dans un plan, e'est-à-dire 

5) (x'ee')^O. 

Les couditions pour que la surface 4) soit un cylindre on un cóne 
peuvent s'exprimer de la maniere suivante. Puisque x',e,e' sont dans 
un mOme plan, on peut poser 

6) e' = p..X'' + ve. 

La condition pour que la surface 4) soit un cylindre s'obtient en 
exprimant (jue e a un direction constante; dans ce cas e' doit avoir la 
meme direction que e et 6) r.ous donne 
7) a = 0 . 

Pour que la surface 4) soit un cóne il faut et ¡1 suffit qu'il existe 
une fonction /. = /.(«) telie (jue a-(.•<) +/.e(.s) soit constante, e'est-à-dire 
(/(x-i-'/.e) 

8) 

••(í+l(j.)x'-\-Q.' + '/.v)e = 0 d'oii l-f/.u. = 0, '/.' + h=0 et on aura 

u 
Done: «La surface 4) est dóveloppable s'il y a lieu 5) et en consé-

quence on peut poser 6). Si, au plus, on a 7) la surface est un cylindre; 
si y.^tO et a lieu 8), la surface est un cone». 

3 . EquaHon genérale des surfaces développables qui passent par une 

courbe donnée. — 1. üécomposons e(s) de 4) dans ses composantes par 

rapport au trlèdre foiidamental affin attaclié à la courbe. Soit 

D) e = a.x' •+- l'í.*" -j-yx'" ; 

on déduit de íi) 

10) .' = (a'-yí).x' + (« + ,S'—A)*" + (ri + 7')*'"' 
et par suite (,r'ee') = (,r'a,-",r"')[S-/'—7,5' + ,'̂ '—-/sí + y-/.;]. 

D'après 1) et 5) on a done : La condition néeessaire et suffisante 
pour que la surface 4) avec 9) soit développable est que 

11) f5/__y;í' + ;;^_y^ + ŷ A: = 0 . 
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2. E n faisant dans 11) 7 = 0 , on a (5 = 0 et on trouve le resultat 
bien connu: la seule surface développable qui passe par une courbe 
donnóe et dont les generatrices sont toujours dans le plan osculateur, 
est la surface tangentielle. Nous pouvons, done, supposer y^^O. 

De 11) on deduit a + p'—y/c = —(y' + p) et 10) peut s'écrire 

y'-Uft 
e' = {a'—yt)x'+!—^-^{(ix" + yx'"} ou, seion 9), 

12) e'^(jx'—yt-
7 ^ 

Les conditions 7) et 8) nous donnent done: L a condition nécessaire 
et suffisante pour que la surface 4) soit un cóne est que soit verifiée 
la condition 11) et en outre 

13) 
•P [«'-7í-y(/+ra' 

Si 

14) < , ' _ y í _ ^ ( y + P)==0 

la surface sera un cylindre. 

4 . Surfaces développables spéciales. — 1. Surfaces développables dont 
les generatrices sont toujours dans le plan rectifiant affin. En faisant 
f3=0 dans 11) on trouve —ya + -f k={) óquation qui admet la solution 

triviale 7 = 0 (surface tangentielle) et la solution — = k. 

D o n e : La seule surface développable qui passe par une courbe x=x{s) 
et dont les generatrices sont toujours dans le plan rectifiant affin est 
y = X + l{kx' + x"'). 

Selon 14) et 13) cette surface sera un cylindre pour les courbes avec ' 
k'—í=0 e tun cOne pour les courbes avec (/c'—í)' = 0 oubien A;'—í=const. 

2. Surfaces développables dont les generatrices sont toujours dans le 
plan normal affin. I . E n faisant a = 0 dans 11) on trouve 

et par conseqüent: Donnée une courbe x=x{s)j les surfaces dévelop­
pables qui passent par elle et dont les génétratrices sont toujours dans 
le plan normal affin, sont dóterminées par l'équation 15) de Ricatti. 

* Les courbes dont l'équation intrinsèque est k'—í = 0 sont appelées «gewindekurven». 
Voir Blaschke loe, clt. pg. 83. Salkowski, loe. eit. pg. 85. 

PORT. MATH. 1(1 
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Ce resultat est beaucoup plus general. Considerons dans chaqué 
point de la courbe au lieu du plan normal affin, un autre plan quelcon-
que qui ne contient pas la tangente, et cherchons les surfaces dévelop-
pables dont la génératrice est toujours dans ees plans. Les « , ¡ 5 , 7 
seront liées par une relation de la forme a+6(s ) (5 + c(s)y —O d'oü 

/ ( 3 \ ' /(3x^ /(iX 
ix=—h{i — cy et 11) nous donne ( — 1 = ( — ) + 6 ( — l + c + A;. 

Cette équation est anssi de Ricatti et nous dit q u e : Si on considere 
dans chaqué point d'une courbe gauche un plan qui ne contient pas la 
tangente, les surfaces développables qui contiennent la courbe et dont les 
generatrices sont toujours sur. ees plans, sont données par une équation 
de Ricatti. Pa r conseqüent: a) Si on connatt une de ees surfaces déve­
loppables on peut trouver les autres par quadratures, b) la raison anhar-
monique de 4 generatrices correspondantes à 4 surfaces développables 
diverses est constante tout le long de la courbe. 

I I . Revenons au cas des surfaces dont les generatrices sont sur le 
plan normal affin, c 'est-àdire, a = 0 . 

L a condition pour que n'importe quelle de ees surfaces soit un cylin-
dre, selon 14), est yt=0, d'oíi i = 0 . Done : La condition pour l'exis-
tence d'un cylindre qui contient une courbe gauche et dont les generatrices 
soient toujours sur le plan normal affin, est que la torsión affiné de la 
courbe soit nulle. Dans ce cas toutes les surfaces développables normales 
sont cylindres. 

i n . La condition pour qu'une surface dóveloppable déterminée par 15) 
3 í' 

soit un eóne est donnée par 13) qui devient — = Cette condition 

et 15) nous disent que : La condition nécessaire et suffisante pour que lea 
pL·ns normaux affins d'une courbe gauche passent tous par un méme point, 
est que la courbure affine et la torsión affine soient liées par la relation 

-) (4)'-(4)'--»-
Dans ce cas les generatrices du cóne sont données par la relation 

5 í' 
— = — , c'est-!i-dire: Pour les courbes avec la condition 16) les droi-
7 í 

tes y~x-\-\{fx"-\-tx'") passent par un meme point. 
L e sommet de ce c6ne s'obtient facilement en écrivant que la déri-

vée de x-\-l{t'x"-\-tx"') (en considerant ), fonetion de s) est nulle. On 

obtient / = -75-- Pour í = 0 le cOne est un cylindre córame nous avons 

vu. Le sommet du cóne est done a j+ -prx" + —-x'". 
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En particulior : les courbes gauches avec /c = 0 , í=cons t . sont carac-
terisées par le fait que ses binormales affines passent par un point. Si 
( = 0 , les binormales affines sont paral·leles. 

5. Surfaces développables dont les generatrices ont une posiHon 
invariable par rappori au trièdre fondameniale af[in. — 1. Considerons 
le cas oü a , [i, y sont constantes. 

L a condition 11) devient 

17) f i ' - y a + 7Ví = 0 . 

De la on déduit que k doit aussi ótre constante. Réciproquement, si 
/í = const., on peut dóterminer Jes constantes a , (3, y avec la condition 17) 
et la surface correspondante sera dóveloppable. On a done: La condi­
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe une surface développable 
passant par une courbe gauche donnée et dont les generatrices ont une 
position invariable par rapport au triedre fondamental affin. est qTie la 
courbure affine de la coiirbe soit constante. 

L a rélation 17) nous dit, de plus, que les generatrices de ees surfa­
ces développables forment dans chaqué point un cóne de deuxième 
ordre, qui est tangent au plan osculateur tout le long de la tangente 'à 
la courbe. 

Nous allons chercher les. conditions pour que parmi ces surfaces 
développables il y iiit des cylindres oú des cònes. 

2. Ci/lindres. Etant a,^,y constantes, la condition 14) devient 

18) • 7 í + - ^ f 5 = 0 

et en conséquence, la torsión affine í doit etre constante. Done : Pour 
l'epcistence d'un cylíhdre qui contient une courbe gauche et dont les gene­
ratrices sont iniMriablement liées au tried.re fondanieiital affin, il faut et 
il suffit que la courbe dit une courbure et une torsión affines constantes. 

Dans ce cas, les coinposantes « , (3 ,7 des generatrices du cylindre 
sont données par 17) et 18), ou bien 

19) (•i' - 7« + yVf = O, «fu- y'í = O . 

Dans ce système on doit exclure la solution 7 = 0 , (3 = 0 puisque les 
relations 14) et 18) ne sont pas vahibles pour 7 = 0 . 

3 « 
En posant —=-n, — = ^ ; l'élimination de í, dans le système 19) 

conduit à * 

20) n' + /c-/i + í = 0 
et Fon a par suite : Les courbes avec /c = const., í=cons t . ont toujours un 
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OU troia cylindres féels qui passent par elles et dont les generatrices sont 
}jivari.ablement Uées au triedre fondamental affin. 

Pn representant par n¡ une solutioa de 20), la surface eylindrique 
correspondante est, selon 19), i/=x+l[{n'^ + h)x' + n.x" + x!"]. 

3. Cdnes. Pour «,(3,7 const.,larelation 13)s'écrit x^^+^y^t—ff^O. 
[i a , 

En posant — = rj, — = $ cette óquation et 17) donnent le système 

21) lr,^ + r,t-t' = 0, r,^-l + k = 0 

OU bien, en eliminant Ç, t'—nt—•n^(n^+/c) = 0 ce qui peut s'ónoncer 
ainsi: Pour que par uue courbe gauche passe un còne dont les genera­
trices soient invariablement Uées au trièdre fondamental affin, il faut et 
il suffit: a) que k = const. b) que t ,t' et k soient Uées par une relation 
de la forme 

22) t'~At-k\A}+k) = 0 

oh A est une constante. 
Dans ces conditions, les generatrices du cóne sont déterminées par 

(3 a 
— = A , — = A ^ + /í et le c6ne sera y=x + l[{k'' + k)x'-\-kx"-{-x'"]. 

Pour trouver le sommet de ce cOne, il suffit de poser y' — O; on aura 
y'= [1 + 1'{k^+k)-lt]x' + [Á.}! + l{A^ + k)-B]x"+\); +M'Ix'" = 0. 

Les trois coeffícients de cette expression doivent étre nuls (x', x", x'" 

sont vecteurs), et on trouve I •• 

23) 

Le sommet du c6ne est done 

1 
y=x + 

t+{A? + k)K 

í + (A'+/í)A 

{{A^+k)x' + Ax" + x"'^. 

Cas particulier í=const . Dans ce cas, la relation 22) a lieu par 
A = 0 et 23) nous donne le theorème: Pour les courbes avec A;=const., 

í = c o n s t . # 0 , les vecteurs y=x-i (kx'+x'") ont leur extrèmité dans 

un point constant en formant un cóne dont les generatrices sont inva-
7-iablement Uées au triedre fondamental affin de la courbe \ 

Exception faite de ce cOne, et toujours avec /<; = const., í=const. =f= 0 , 
l'óquation 22) est vérifióe seulement pour les valeurs de A racines de 
l'óquation Í + A ( A ' ' + Á ; ) = 0 , mais dans ce cas, 23) nous dit que le c6ne 
devient un cylindre: ce sont les cylindres déjà étudiés. 

i 

* Pour ce cas particulier, voir Blaschke, loc. cit. pg. 81. 


