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LA matemética, hija de una extraba

unién de la razén con la fantasia, cs

una cicncia curiosa, mezcla de ciencia y
arte. Vieja como el pensamiento, pero
nunca envejecida. Su continua renovacién
le hace conservar imperecedera frescura y
juventud. Ciencia milagrosa, que sin te-
ner los mojones de las ciencias experimen-
tales que le deslinden los caminos, ni dis-
poner de experiencias cruciales con que
refrendar cada progreso, ha avanzado
siempre, durante siglos, por la buena senda
del correcto razonar. Las alas que la fan-
tasia le presta, aGn dandole infinita liber-
tad, no han servido nunca para apartarla
de la buena ruta. Su marcha ha sido siem-
pre un incesante progreso: los retrocesos
temporales, si bien han existido, han sido
* Memoria lefida con motive de la incorporacién

del sutor a la Academin Nacional de Ciencias Exac-
tas, Fisicas y Naturales de Buenos Aires.
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siempre, como los de los planetas, mas
aparentes que reales.

- ¢Cémo se ha realizado este continuo
progreso? Mirando hacia el pasado, no
es dificil encontrar ciertas caracteristicas
que se van repitiendo, con las variantes
propias de cada época, de manera mas o -
menos periddica. Epocas de rapido floreci-
miento, con la aparicién de nuevas y fron-
dosas teorias, a veces mal fundamentadas
pero que la intuicién adivina eficaces y
cultiva, seguidas de épocas en que la fun-
damentacién olvidada se hace necesaria
porque la altura del edificio exige ya ci-
mientos firmes para evitar el tambaleo -0
derrumbe, amenazado por la aparicién de
paradojas o resultados inconsistentes. Epo-
cas de especializacién en que cada rama
avanza por su lado, seguidas de épocas de
sintesis en que se ponen de manifiesto las
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raices comuncs de muchas ramificaciones,
Epocas en que la matemitica se nutre de
los problemas presentados por la técnica
o las ciencias experimentales, seguidas de
épocas en que, en justa compensacién, la
matcmatica cede a dichas ciencias frutos
que les son preciosos para su crecimiento
y desarrollo, an cuando fueron elabora-
dos por cl sélo placer de la pura especu-
lacién. Epocas, en fin, en que la matema-
tica mantiene la jerarquia de reina de las
ciencias por- presentarsc a la vanguardia
del saber humano, seguidas de épocas os-
curas, por suerte breves y rcparables, en
que el templo de la matematica es mnva-
dido por mercaderes, quienes, en su inte-
rés, pretenden extrapolar sus posibilidades
hacia terrcnos cabalisticos o bien, en su
ignorancia, tratan dc aplicarla a proble-
mas incorrcctamente planteados.

Entre todas estas vicisitudes que a gran-
des rasgos presiden la evolucién de la ma-
ternatica vamos a exponer, con clerto de-
talle, un aspccto poco sefialado pero que
consideré de interés y actualidad y que
se refiere al campo de la geomctria. Se
trata dc una lucha periddica, con alterna-
tivas de triunfo y derrota para ambas par-
tes, entre la llamada gcometria analitica
y la geometria sintética.

Hasta 1637 6 1679 cn que Descartes y
Fermat publicaron, respectivamente, sus
primcros trabajos sobre geometria analiti-
ca, con los cuales se considera que nacib
esta disciplina, la geometria era exclusi-
vamentc sintética. Es decir no se introdu-
cian para tratar un problema, elementos
ajenos al problema mismo. Cuando Apo-
Ionio estudiaba las cénicas lo hacia sobre
estas mismas figuras, sin introducir ele-
mentos que motivaran Ja duda de si, al
final, el resultado podia depender de estos
elementes auxiliares introducidos.

Con la geometria analitica la cuestion

cambia. Hay que introducir coordcnadas y
lucgo sc razona sobre ecuaciones referidas
al sisterna clegido. Cambiando el sistema
de coordenadas cambian también las ccua-
ciones representativas de las figuras y por
tanto s¢ hace nccesario, cada vez, demos-
trar que las propiedades obtenidas, atn
siendo propiedades de las ecuaciones, que
pueden variar, son propiedades intrinse-
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cas dc las figuras, es decir, no dcpenden
del sistema de coordenadas elegido. Mu-
chas veces esta independencia es pricti-
camente evidentc y asi se toma como tal
en la geometria elemental. Sin embargo, al
complicarsc los problemas, la evidencia va
desapareciendo. Ya cn la geomctria ana-
litica elemental, al estudiar la clasifica-
cién de las cdnicas, se hace necesaria la
teoria de los “invariantes”, es decir, el es-
tudio de aquellas expresiones algcbraicas
que dependen de la figura, pero no del
sistema de coordenadas a que se han re-
ferido. Esta necesidad, acentuada con la
complicacién dc los problemas, dié lugar
al florecimiento de la teoria de invarian-
tes, desarrollada y practicamente agotada
en cl siglo xx. o

Por otra parte: el uso sistematico de la
geometria analitica para todos los proble-
mas condujo a coruplicaciones cxtraordi-
narias en que la frondosidad de férmulas
impedia ver’la escncia gcométrica del pro-
blema. En rcalidad todo apartamicnto del
dominio natural de un problema conduce
a complicaciones artificiales que mas tarde
se desmoronan al volver a encontrar la
senda escondida. Asi ocurrié con la geo-
metria. El rcinado casi absoluto de la geo-
metria analitica durantc los siglos xvir y
xviu condujo a un abuso de sus métodos
y muchos problemas, complicados innece-
sariamente, perdieron el sentido estético
que debe mantener toda construccién ma-
temAtica. Veamos un ejemplo tipico para
aclarar las idcas.

Apolonio de Perga (siglo mr antes de J.
C.) considera el problema de encontrar
un tridngulo inscripto en una circunferen-
cia cuyos lados pascn, respectivamente,
por tres puntos dados de su plano y lo re-
suelve para el caso particular en que los
tres puntos estan cu linea recta. En 1776,
en las Memorias de la Academia de Ber-
lin, el matemiético G. F. S. de Castillon lo
resuelve por primera vez para tres pun-
tos en posicién cualquiera. Inmediatamen-
te, en el mismo volumen de dichas memo-
rias, Lagrange da otra solucién de tipo
analitico, complicada, que consiste en ha-
llar una ecuacién de segundo grado para
la tangente del dngulo A O M, siendo 4
uno de los puntos dados, O el centro de
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la circunferencia y M un vértice incégnita

del tridngulo buscado {1). Deja Lagrange.

por hacer la construccién efectiva’ de la
solucién encontrada, que no es trivial ni
breve, y sobre la cual dice Carnot en su
Géométrie de Position (Paris, 1803, pag.
383) : “Por invitacién de Euler, Lexell cn
el vol. IV de las nuevas memorias de Pe-
tersburgo da la construccién de la férmu-
la cncontrada por Lagrange y dice que ha
ensayado de aplicarla al caso del cuadri-
latero inscripto, pero sin éxito.” A conti-
nuacién da Carnot otra solucién mixta,
entre geométrica y analitica, que sirve pa-
ra un poligono de un nimero cualquiera
de lados, pero que tampoco es simple y
1a solucién, como en el caso de Lagrange,
estd dada por una ccuacion de segundo
grado cuyas raices son las tangentes tri-
gonométricas de ciertos angulos, conocidas
las cuales puede hacerse la construccién.
Sin entrar en detalles histéricos sobre
otras solucioncs dadas en los afios sucesi-
vos, lo importante para nuestro punto de
vista es quc en 1817 (Annales de Mathé-
matiques, vol. 8, p. 151), Poncelet da una
simplicisima demostracién geométrica, va-
lida no sélo para la circunferencia sino
también para cualquier cénica y para un
poligono de cualquier néimero de lados.

Es la solucién natural del problema, ba-
sada en el concepto de proyectividad so-
bre una cénica y sobre la cual no vale la
pena detcnernos por ser bien conocida y
encontrarse actualmente en casi todos los
libros de geometria proyectiva.

. Con este cjemplo la geometria proycc-
tiva, entonces naciente, probé su aptitud
para resolver problemas. Fué el comienzo
de un retorno a la geometria sintética. Ini-
ciado el camino los resultados fueron
pronto sorprendentcs. El principio de dua-
lidad iluminé y puso orden a todo un
amontonamiento de problemas dispersos;
puede decirse que de un salto duplicé toda
la geometria. Durante varias décadas, casi
tres cuartos de siglo, la victoria de la geo-
metria sintética fué total: Se creia —dice
Blaschke— quc la geometria habia, al fin,
encontrado el camino real que pedia Pto-

1 Reproducida en las Oeuvres de Lagrange, tomao
4, phgs. 885-839.
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lomeo. En 1859 Cayley decia: la geome-
tria proyectiva es toda la gecometria.
Pronto, sin embargo, volvié €l analisis
a mostrar sus armas y a cotizar su valor.
En 1854, Riemann presenta su famosa te-
sis Sobre las hipdtesis que sirven de fun-

‘damento a la geometria, publicada en

1867, en la cual abre las puertas al fecun-
do campo de los espacios multidimensio-
nales; las coordenadas aparccen nueva-
mente como elementos indispensables. Em-
pieza el periodo dureo de la geometria di-
ferencial.

Es interesante ver cémo introduce Rie-
mann el concepto de varicdad n-dimensio-
nal. Como precedente, estaba la idea de
superficie tal como surge de la famosa me-
moria de Gauss Disquisitiones generales cir-
ca superficies curvas (1828) en la cual,
por primera vez 2 sc consideran las super-
ficies “no como limite de un sélido, sino
como un sélido una de cuyas dimensiones
se considera como desvanccida” y se rc-
presentan por sus ecuaciones paramétricas

X=X(x1,x2), Y=Y(x1,x2),
Z = Z(x1, x2)

depcndientes dc.dos parametros x1, x2.
Aparecen las superficies, por tanto, co-
mo imdigenes del plano x1, x2 en el cspa-
cio ordinario. Se las ha liberado de ser
contorno de un cuerpo, pero se sigue su-
poniéndolas contenidas en el espacio ordi-
nario de tres dimensiones. Faltaba romper
esta Gltima limitacién y darles completa
autonomia. Estc es el paso inicial de Rie-
mann. Parte de una variedad de una di-
mensién o “simplemente extendida™ cuyo
caricter esencial es que “partiendo de un
punto no se puede ir de manera continua
mas que en dos direcciones, hacia adelan-
te o hacia atras”, para pasar, sucesivamen-
te, a las variedades de méas dimensiones.
La exposicién de Riemann no es muy cla-
ra pero la idea, en el lenguaje actual, es la

2 Hasta entonces era costumbre general considerar
a las superficies como Ilfmites o contornos de cuer-
pos. Asi Euler tituls el apéndice de su “Introduccién
8l Anélisis Infinitesimal” dedicade a la teorfa de su-
perficies - Da superficiebus corporum y més tarde,
una memoria sobre superficies desarrollables la titu-
la De solidus quorum superficien in planum explicarc
licet.
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dec considerar las variedades de dos dimen-
siones como “‘producto” de dos variedades
de una dimensién; las de tres dimensiones
como producto de una de dos por otra de
una, y asi sucesivamente.. Naturalmente
que una definicién de este tipo puede sélo
aceptarse “localmrente”, pero hace innece-
sario suponer que la variedad esta conte-
nida en un espacio de mayor nimero de
dimensiones. De csta manera, si los puntos
de una varicdad de una dimensién estan
determinados por el valor de una coorde-
nada x1, los puntos de una variedad de
dimensién n estaran determinados por =
coordenadas x1, x2,.. ., x"

Con palabras mas o menos anélogas la
misma definicién ha sido la adoptada de
manera general durante muchos afios,
practicamente hasta que las necesidades
de la geometria diferencial global obliga-
ron a definir, mas precisamente, las “va-
riedades diferenciables™.8

El punto de partida es sierapre cl cono-
cimiento de las n coordenadas x* (i=1,
2,3,...,m), las cuales pueden sustituirse
por otras x! dadas por ciertas funciones

xL=f' (x1,x2,. .., x") sujetas a determi-
nadas condiciones para mantener la biuni-
vocidad entre las x' y las x!. Para hacer

geometria hay que elegir un particular sis-
tema de coordenadas, trabajar con él, y
luego probar quc los resultados obtenidos
no dependen del sistema elegido.

3 He aqu! algunos ejemplos. T. Levi-Civita en The
absolute differential coleulus 1923, trad. inglesa de
1926, dice: “Punto de una variedad «-dimensional
abstracta es el conjunto de valpres de n wvariables
o, a?,..., 2% Por tanto (phg. 119), “variedad n-di-
mensional es ¢l conjunto de valores que pueden asig-
narse & m variables’.

L. P. Eisenhart (Riemannian Geometry, 1925, phg.
1) dice: ‘““a variables independientes !, 2?..., z*
pue.den pensarse como las coordenadas deé um espacio
n-dimnensional en el sentido de que cada conjunto de
valores de las variables define un punto de la va-
riedad”.

H. Weyl es tal vez el primero que Nams la aten-
cién sobre la posibilidad de que un mismo sistema de
coordenadas mo valga para toda la variedad y dice
{Space time and matter, 1820, pig. 84, edicién in-
glesa): “La caracteristica de una varfedad =»-dimen-
sional es que cada uno de sus elementos (puntos,
condiciones de mn gas, colores) puede ser especifi-
cado dendo » cantidades: las ‘coordenadas’, que son
funciones continuas dentro de la variedad. Esto no
debe significar que ‘toda’ la variedad, con todos sus
elementos, pueda representarse de ung sola y rever-
sible manera por los valores de sistemas de coorde-
nadas (por ejemplo esto es imposible para la esfera,
para la cual es n==2); significe solamente que si
P es un elemento arbitrario de la variedad, siempre
oxiste un cierto dominio en el entorno de P que
puede representarse de manera unfvoca y reversible
por los valores de un sistema de n coordenadas.”
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Para asegurar csta independencia del
sistema de coordenadas, o sea, para distin-
guir facilmente las propiedades intrinsecas
de las que no lo son, se presentan dos po-
sibilidades: a) Encontrar unas reglas o
métodos de calculo apropiados, tales que,
aun utilizando coordenadas, se sepa en
cada momento cuales son los resultados
que no dependen de ellas; b) Suprimir las
coordenadas y operar iinicamente con cier-
tos elementos intrinsecos introducidos es-
pecialmente. La primera alternativa dié
lugar al célculo tensorial: corresponde a
la tendencia de la geometria analitica. La
segunda, todavia en etapa de desarrollo,
a la llamada geometria diferencial mo-
derna, que significa una vuelta a la geo-
metria sintética.

El Calculo Tensorial, obra principal-
mente de Riccl y Levi-Civita (Méthodes
de Calcul differentiel absolu, Math. Anna-
len, vol. 54, 1901) fué dc utilidad fun-
damental. El progreso de la geometrfa di-
ferencial de espacios multidimensionalcs,
en particular de los cspacios de Riemann,
realizado en los primeros treinta afos del
siglo actual bajo el impulso muchas veces
de las necesidades de la teoria de la rela-
tividad general de Einstein, fué posible
gracias a la existencia de dicho calculo.

Sin embargo, al avanzar la teoria y en-
sanchar su campo dc accién, los problemas
sc complicaron y el cilculo tensorial tro-
pezé con dos graves inconvenientes. Pri-
mero, la complejidad de su notacién. Las
distintas tcntativas para simplificar tuvie-
ron poco éxito y la exuberancia de indices
y combinaciones entre ellos fué una mura-
lla que poco a poco fué cercando a las
ideas, para terminar asfixidndolas por el
peso del simbolismo. Segundo, su poca ap-
titud para tratar los problemas “en gran-
de” de la geometria diferencial. La nece-
sidad de disponer de coordenadas para de-
finir los tensores, hace a estos elementos
poco aptos para considerar problemas glo-
bales en que unas mismas coordenadas no
sirven para toda la variedad. Por esto,
cuando impulsados por la avalancha de
nuevas ideas con que la Topologia invadié
toda la matematica en el segundo, terce-
ro y cuarto decenio del siglo actual, se
plantearon problemas globales o “en gran-
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de”, el cilculo tensorial empezé a mostrar-
se insuficiente y hubo que acudir a nuevas
armas. Primero fué el célculo diferencial
exterior y sus formas diferenciales, tan ha-
bilmente explotado por Elie Cartan, que
ahorraba simbolos y tenia caricter menos
local que el tensorial. Después, ya iniciado
el nuevo rumbo, fué el prurito de abando-
nar las coordenadas totalmente, buscando
puntos de partida que fueran intrinsecos
por su propia definicién,

La tarea no sc presentaba fécil, pues si
la definicién misma de variedad n-dimen-
sional se apoyaba en las coordenadas x1,
x2,..., 2" quc determinaban cada uno de
sus puntos, dificil era imaginar'cémo po-
dian luego rechazarse estas coordenadas y

hacer geometria “diferencial” sin ellas. .

Cierto que la topologia define intrinscca-
mente sus variedades multidimensionales,
como conjuntos homeomorfos a otros con-
juntos bien definidos del espacio eucli-
diano, pero la geometria diferencial ne-
cesita algo maés, precisa de ciertas condi-
ciones de regularidad para definir espa-
cios tangentces, trayectorias, curvatura, etc.

Un primer paso, realizado sin salir del
marco del céilculo tensorial clésico, pero
que prepard el terrcno para las investiga-
ciones futuras, fué el libro de Veblen y
Whitechead titulado The foundations of
differential geometry publicado en 1932
(Cambridge Tracts, N® 2g). La idea esen-
cial del libro es definir rigurosamente las
relaciones entre la variedad y los sistemas
de coordenadas que la sosticnen y hacer
una clara distincién entre ambos concep-
tos.

Veblen y Whitehead son los primeros
en formular de manera cxplicita que las
varicdades que estudia la geometria dife-
rencial (las llamadas variedades diferen-
ciables) son un conjunto de dos clemen-
tos: primero, la variedad como conjunto

de puntos, para cuya definicién y trata- -

miento la topologia suministra los elemen-
tos y los medios; segundo, un cierto con-
Junto de “sistemas de coordcnadas admi-
sibles” que permitan el estudio “diferen-
ciai” de la variedad y entre los cuales de-
beran existir ciertas férmulas de transfor-
macién de unos en otros.

Para ambos elemcntos es fundamental
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la definicién del espacio numérico o espa-
cio aritmético de n dimensiones que se re- .
presenta por R® Un punto de tal espacio
es el conjunto de n ndmeros reales x1,
x2,...,x" dados en-un ciertec orden y el

- conjunto de todos los puntos constituye el

R®. Las x' son las coordenadas del punto
x correspondiente. Si no se quiere partir
de los puntos que lo constituyen vy usan-
do lenguaje topolégico, puede decirse que
R® es cl producto cartesiano de n rectas
reales.

Los “sistemas de coordenadas” se defi-
nen como correspondencias biunivocas

P —> x entre los puntos P de la variedad

y ciertos conjuntos de puntos x del espacio

numérico. Dos sistemas de coordenadas
distintos P —> x, P —> y dan lugar a una
transformacién x —> 3. Una transforma-
cién se llama de clase r si las ecuaciones
yi=y (#L,x2,.. ., x7), =1, 2,...,m,
que la expresan admiten derivadas par-
ciales continuas hasta el orden 7.

Obsérvese que si representamos por X,
Y los conjuntos en que varian respectiva-
mente los puntos x,y vy se tienen dos trans-
formaciones de coordenadas X > Y, Y’ —
Z, solamente se pucdc hablar de producto
¢ composicién de las mismas si Y =1Y".
Esto hace que el conjunto de las trans-
formaciones de coordenadas no forme un
grupo, como muchas veces sc habian enun-
ciado precedentemente, si no un pseudo-
grupo.

Con cstos conceptos, Veblen y Whitc-
head definen las variedades diferenciables
de clase r por tres sistemas de axiomas,
de los cuales dos se refieren a las relacio-
nes mutuas entre los sistemas de coordena-
das admisibles y el tercero a la definicién
del espacio base, para lo cual toman como
modelo los axiomas con que Hausdorff de-
fine los espacios topolégicos scparados.

No valc la pena reproducir aqui cstos
sistemas de axiomas, ya un pocc anticua-
dos, pero si es intercsante sefialar que ellos
fueron la base de todas las definiciones
posteriores de variedad diferenciable, de-
finiciones tan sélo diferentes en detalles
de forma, pero todas equivalentes en el
fondo. Vamos a recordar, en cambio, una
de las definiciones actualmentc mas en
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uso, para hacer ver su caracter intrinseco.4
Definicion de variedad diferenciable,

-Empecemos por definir un haz de funcio-

nes.

Scan dados un espacio topoldgico X y
un conjunto ‘cualquiera R, para todo
abierto U C X supengamos dado un con-
junto de aplicaciones H(U) dcl abicrto
U cn R. Este conjunto H(U) se dird qué
es un haz de funciones de valores en R si
se cumplen las condiciones siguientes:

1. Dados dos abiertos Uy V CU y una
funcién fe H(U), la restriccién dc f en
V pertenece a H(V). )

2. Sea U=UU, y fie H(U;) con la
condicién de que f; = f; en Uy n Uy. En-
tonces existe fé H(U) tal que f=1f en
U; para todo i.

El espacio X se llama la base del haz.
Si UCX, cl haz de base U definido por
asociar H(U’) a todo U’ C U, se repre-
senta por H/U.

Por ejemplo, si R es el conjunto de los
ntmeros rcales y H(U) el conjunto de las
funciones continuamente difcrenciables de-
finidas en U, entonces H(U) es el haz de
funciones. difcrenciables sobre X.

Con esto se puede establecer la siguiente
definicién:

Una variedad diferenciable de dimen-
sién n es un par (X,H) en que X es un
espacio topolégico y H un haz de funcio-
nes numéricas de base X, ligadas por la si-
guiente condicién:

Para todo abierto suficientemente peque-
7o UC X, existe un homeomorfismo de U
sobre un abierto V del espacio numérico
R* que transforma el haz H|U en el haz
de las funciones diferenciables sobre V.

En esta definicién, como en la mayo- -

ria de las usuales, el espacio topolégico se
supone ‘“separado” (o de Hausdorff), pero
a veces también se puede prescindir de

4 La definicibn que sigue la tomamos de R. Go-
dement, Variétds differentiables. Textos de Matemd-
tica, N9 2, notas mimeografiadas, Recife, 1959. Des-
-{)ués de Veblen-Whitchcad, quien did a la definicién
a forma més cominmente seguida en los afios su-
cesivos, fué ¥. Whitney (Differentiable. Manifolds,
4nnals of Math., vol. 87, 1936, pags. 645-680).
Otras definiciones gque suelen con frecuencia servir de
referencia e encuentran en Chevalley (Theery of Lie
Groups, Princeton, 1946, cap. IIT), G. de Rham
(Voriéiés differentiables, Hermann, Paris 1955, cap.
I) 8. 8. Chern (Topics in differential geometry, cur-
so mimeografiade, Princeton, 1951, p. 14), A. Lich-
nerowicz (Théorie globale des commexiones st des
pgroupes d'holononiie, Paris, 1955, cap. L.).
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esta condicién, como ha hecho por ejem-
plo R. S. Palais en A4 global formulation
of the theory of transformation groups
(Mem. of the Am. Math. Soc. N° 22,
1957). - '

Definicién de vector. Ya bien estableci-
da la definicién de variedad, elemento ba-
sico y sostén de toda geometria, se planted
la tarea de ir definiendo, via intrinseca,
los otros elementos con que trabaja la geo-
metria diferencial. El primero es el de
“vector tangente” o simplemente “vector”
de la variedad.

Para el espacio numérico R® la defini-
cién de vector cs intuitiva e inmediata:
vector es un par de puntos ordenado, el
primcro Ilamado origen y cl segundo ex-
tremo. Para n =3, esta definicién coin-
cide con la de vector como flecha o scg-
mento orientado que permite cl calculo
vectorial clemental de manera puramente
geométrica. Pero si se trata de una varic-
dad diferenciable general; el concepto de
vector como flecha deja de ser aplicable.
Basta pensar en una supcrficie curva y el
problema de definir vectores en ella sin
salir de la misma. Hay que partir de otras
bases. Recordemos primero cémo procede
el cilculo tensorial clasico:

Definicidn tensorial de wvector. Vector
contravariante en una variedad n-dimen-
sional es el conjunto de n componentes ul,
u2,...,u" 'que por un cambio de coorde-
nadas x' — x! se transforman scgin la ley

R
e x! .

u, == - u
81?“

y vector covariante cs el conjunto de n
componentes %y, Us,..., 4s QuUE POr un
cambio de coordenadas x' —> ! se transfor-

man scgun la ley

ot
ul = —a? Un

Er ambas expresiones se entiende que
los indices repetidos van sumados de 1 2
n, convencién que usaremos también en lo
sucesivo.

De esta mancra la definicién de vector
presupone la existencia de un sistema de
coordenadas respecto del cual se dan las
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componentes. La determinacién de las mis-

mas componentes en otro sistema es sim-

ple cuestién de calculo por las férmulas
anteriores. Las coordenadas juegan un pa-
pel primordial; los indices empiezan a apa-
recer en abundancia y alin con la supre-
sién del simbolo de suma (convencién de
Einstein), las férmulas se complican des-
de las primeras operaciones con vectores.

Veamos ahora la definicién intrinscca.
Se pueden dar varias de ellas, todas equi-
valentes, pero nos limitaremos a las mas
usadas cn la literatura corriente.

Definicién de Chevalley.8 Sea V, una
varicdad diferenciable de dimensién 7z y x
un punto de la misma. Sea f una funcién
diferenciable definida en un entorno de
x. Sc llama vector tangente a V,en x a
toda aplicacién f—> L(f) de f en los na-
meros reales, tal que sc cumplan las si-
guientes condiciones:

1. Si f, f” coinciden cn un entorno de
x, s L(f) =L(f").

2. L es lineal, es decir, s1 a, b son nime-
ros reales cualesquiera y f, ¢ dos funciones
diferenciables definidas en el mismo entor-
node x,esL{af+bg)=al(f)+bL(g).

3. L es una diferenciacién, es decir,

L(fg) =L(f).g(x) +/(x) L(g).

Para comparar esta definicién con la
clasica, pensemos un sistema de coordena-
das x1,x2,...,%® en un entorno de x. Si
u! son las componentes de un vector con-
travariante en el sentido clasico, la aplica-
cidn L(f) la definimos por

°
L= — 1w

o x

donde las derivadas parciales se conside-
ran tomadas en el punto x. Para dar L en
un particular sistema de coordenadas, se
deben dar las u!, es decir, la definicién co-
rresponde a los vectores contravariantes.
Si sc supone un cambio de coordenadas
x' - x, siendo (por derivada de una

funcién de funcién)

8 (. Chevalley, Theory of Lie groups, Princeton
1946, pag. 77.

T. 17, MaYO, 1961

of of oab

gxt  0x o x!

y debiendo ser L({f) un numero real in-

_ dependiente del sistema de coordenadas

resulta
A _h :
_.a.f_. _G xﬁ ul — ——a]_r_ uh
oxh T oxt

de donde (debiendo esta igualdad verifi-
carse para toda f)

N 0"
u, = _._..—1.11.'
9x

que cs la ley de transformacién que sirve
como definicién en e} tratamiento clasico.

Si L, L son dos vectores tangentes en el
mismo punto x, de la definicién se dedu-
ce que la aplicacién f — A L{f) 4- A" L'(f)
para A, A’ nimeros reales cualesquiera, es
también un vector tangente. Es decir, los
vectores tangentes en un punto x forman
un espacio vectorial, el cual sc llama espa-
cio vectorial tangente en x. Lo representa-
remos siempre por 1x. A

Por dualidad, se definc el espacio dual
T, cuyos elementos son los co-vectores o

vectores covariantes.

Definicion de vector segin Ehresmann.
Se basa en €l concepto de “jet”.8 Sean Vi
y V, dos variedades diferenciables de di-
mensiones n, p respectivamente. Sea f una
aplicacién de un entorno U de un punto
%, & Vaen Vp, tal que si a1, 22, . ., xq; 93,
¥2,. .., 9" son coordcnadas locales en U vy
f(U), las funcioncs y'=f'(x1, x2,. . ., x"),
i=1, 2,...,p admitan derivadas parcia-
les continuas de orden = r en x,. El r-jet
j;of de orden 7, fuente x, y extremo y, =

f(x,) es la clase de las aplicaciones g de
un entorno de x, en V, que aplican x, en
Y. y tales que las derivadas parciales de las
&' de orden igual o menor que r toman el
mismo valor en x, que las derivadas de las
fl

Siendo como siempre RP el espacio nu-

¢ C. R. Acad. Se, Parfs, 233, 1851, p. 598. De-
jamos la palabra “jet” sin traducir, por no haberse
todavia introducido wuna tradnecién generalmente

aceptada en castellano. La traduccidn literal soria
“chorro”; & veces re ha tradmcido por ‘‘tiro’.
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mérico de dimensién p, sc llama p*-velo-
cidad en V,, de origen x,, 2 todo ;% de R®

"en V, de fuente O (origen de coordena-
das de RP) y extremo x,. Se llama p"-co-
velocidad en V' de origen %o, a todo j] de

V. en RP de origen x, y extremo O. Para
o == p =1, las velocidades y covelocidades
son los vectores y covectores de Vy.

Veamos con un poco més de detalle esta
definicién de las dos clases de vectores,
para ver que cllos coinciden con los vec-
tores contravariantes y covariantes de la
definicién tensorial,

Para p = 1, R1 es la rccta real. Por tan-
to j1 seré la clase de las aplicaciones dadas

por funciones 1 = f1(y), 22 =12(y),.. .,
x"t=f2(y), y & R1 definidas en un entor-
no de y==o, tales que ellas y sus deriva-
das primecras toman los mismos valores en
y=—o0. El vector resulta, por tanto, dado
por las dcrivadas (df'/dy),, es decir, en
lenguaje geométrico clasico, se trata del
vector tangentec a la curva x'=f!(y) o
bien, en lenguaje fisico, interpretando a y
como la variable tiempo, del vector veloci-
dad. Se ve asi la coincidencia de los vec-
tores de Ehrcsmann con los vectores con-
travariantes clasicos.

Si se considera j! se tendrd la clase de las
funciones y=—7f(x1,x2,...,x*) definidas
en un cntorno del punto x, # V', con valo-
res reales y e R1, que toman el mismo valor
%o en el punto dado x, y cuyas derivadas
parciales 9 f/¢ x! toman también todas el
mismo valor en x,. Un vector, en el punto
%, estd determinado por tanto, por las n
derivadas parciales anteriores. Vemos apa-
recer el concepto de gradiente como ori-
gen de vectores covariantes: tal como, de
manera mas o menos escondida, asoma en
todas las definiciones.

Definicén de tensor. La definicién cli-
sica se basa en las que ya hemos recordado
de vcctores contravariantes y covariantes.
Un conjunto de #? * ¢ nimeros realcs seran
componentes de un tensor #$ vcces contra-
variante y g veces covariantes en un punto
fijo de una variedad diférenciable dada, si
por un cambio de. coordenadas x! — x! sc

transforman como el producto de p vecto-
res contravariantes y g vectores covarian-
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tes. Esto no quiere decir, naturalmente,
que todo tensor sea un producto de vecto-
res, sino tinicamente que su ley de trans-
formacién es la misma que la.de un pro-
ducto de vectores. .

La definicién intrinseca es esencialmen-
te la misma, sin necesidad de coordenadas
que ya se abandonaron al definir los vec-
tores. En efecto, una vez en posesién del
espacio vectorial tangente T'x de los vecto-
res contravariantes y su dual 7" de los co-

variantes, tanto la definicién de Chevalley
como la de Ehresmann permiten enunciar:

Tensor p veces contravariante y g ve-
ces covariante, en un punto x de la va-
riedad diferenciable V, es un elemento del
espacio vectorial obtenido como producto
tensorial de p factores iguales a Tx y g fac-
tores iguales a 7.

Si se quierc conservar una mayor uni-
formidad con la definicién de Cheval-
ley, cabe decir: tensor dc tipe (f,g) cn
x es toda aplicacién multilineal del
producto directo T X Tx X Ty... X
T XT.X...)XT; (con p factores Ty
y g factores T, ) en los nlimeros realcs, que

viene a ser la versién moderna de la defi-
nicién de tensor como conjunte de coefi-
cicntes de una forma multilineal invarian-
te (Levi-Civita, The absolute differential
calculus, pag. 71) o atin como la misma
forma multilineal (H. Weyl, Space, time,
matter, p. 36).

Una vez adquiridos, a través de defi-
niciones precisas e intrinsecas, los concep-
tos de variedad diferenciable y de tenso-
res sobre la misma, sc puede emprender
la tarea de edificar la geometria diferen-
cial con estc bagaje de armas renovadas.
Por lo mcnos de la geometria que parte
de datos tensoriales, como es la geomctria
de Riemann cuyo dato inicial es un tensor
simétrico g;; dos veces covariante cuya
forma cuadritica asociada g;jx‘x! sea de-
finida y positiva en todo punto de la va-
riedad. Esta Gltima condicién equivale a
decir que su signatura es + 4+ ... 4, os
sea, que en un particular sistema de coor-
denadas sus componentes pueden, en cada
punto, reducirsc a gy; =o0, si 1},
gii F 0.

Un primer éxito de los nuevos puntos
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de vista fué el siguiente, obtenido por
Whitney en 1936 (loc. cit. nota4). Dada
una V, gse podra siempre definir ‘en ella
una estructura de Riemann?, en otras pa-
labras, ;cxistird siempre un tensor simé-
trico, g;y definido sobre ella y de signatu-
ra + - ... -4 en todo punto? Obsérvese
que ¢l problema no se prescnta desde el
punto de vista local, pues para rcgiones su-
ficientemente limitadas de V, la existen-
cia es evidente. Se trata de un problema
esencialmente global, Whitney resolvié el
problema por la afirmativa, demostrando
que toda Vi se puede sumergir en un es-
pacio euclidiano de dimensién 2z - 1 con
lo cual la métrica euclidiana de cste 1l-
timo subordina una de Riemann sobre V..
Mais tarde se han dado otras demostracio-
nes del mismo teorema, simplificadas por
el uso de la teoria de espacios fibrados
(ver por ejemplo Steenrod, The Topology
of Fiber Bundles, Princcton, 1951, p. 58).
El resultado pudiera parecer evidente,
pero su interés se pone de manifiesto al
“intentar generalizarlo a la posible existen-
cia de métricas indefinidas, es decir, de
signatura con m > o signos negativos. En-
cuentra entonces Ehresmann (C. R. Acad.
Sec. Paris, 216, 1943, p. 628) que para ello
es condicién necesaria y suficiente la exis-
tencia de un campo continuo de espacios
lineales tangentes de dimensién m. Por
ejemplo, para que sobre una variedad V4
exista una métrica de mgnatura + 4=
(como es la exigida por la teoria de la re-
latividad para el espacio-tiempo) es nece-
sario y suficiente que sobre ella exista un
campo continuo de vectores; por tanto,
scgiin un teorema clasico de Hopf, si ¥V
¢s compacta, la condicién es que su ca-
racteristica dc Fuler-Poincaré sea nula.
Otra demostracién de este resultado se en-
cuentra en Steenrod (loc. cit. pig. 207).
La geometria de Riemann es tan sélo
un cjemplo —posiblemente el més impor-
tante— de una gran cantidad de geome-
trias posibles de definir sobre una variedad
diferenciable. Estas geometrias, en el tra-
tamiento clésico parten de la idea de “ob-
Jjeto geométrico”, es decir “de un conjun-
to de N componentes dadas en un particu-
lar sistema de coordenadas y de una ley
de transformacién que permita calcular cl

1. 17, MAYO, 1962

valor de las mismas en cualquier otro sis-
tema de coordenadas”.

Los vectores y tensores son objetos geo-
métricos, pero hay muchos otros, princi-
palmente Jas lJamadas conexiones (afines,
proyectivas, conformes...). Las geome-
trias de los objctos geométricos, muy en
boga y con mucho éxito entre 1920 y 1940
tienen el inconveniente de su caracter lo-
cal, ya que todo elemento definido a par-
tir de un sistema de coordenadas no pue-
de tener méas campo de validez que el de
las coordcnadas mismas, el cual en gene-
ral no cubre toda la variedad. Cierto que
cste inconveniente se puede obviar empal-
mando de manera conveniente los distin-
tos campos de validez de los sistemas de
coordenadas, pero con ello se sale ya del
campo de accién apropiado del célculo
tensorial y las cuestiones se complican; cs

‘preferible encontrar otros puntos de par-

tida que ya sean intrinsecos y globales des-
de su misma definicién.

La teoria de los objetos geométricos co-

rresponde a lo que hemos llamado geome-
tria analitica. La reaccién sintética, ya ini-
ciada para las definiciones de vectores y
tensores, se propuso extender sus posibili-
dades a todo objeto geométrico, vale decir,
a toda geometrfa. Para cllo fué necesario
ir jalonando el camino con nuevas defi-
niciones, que apoyandose cada una en las
precedentes, permitieran disponer al fin
de los elementos necesarios. Fué 1til en
este sentido el concepto de espacio fibra-
do (Whitney, Ehresmann, Steenrod), en
particular de espacio fibrado principal.
- No vamos a entrai en el detalle de cstas
definiciones. Baste decir que en los Glti-
mos quince afios se ha avanzado mucho en
este sentido. Sc tienen ya definiciones sin-
téticas de todos los objetos geométricos y
se dispone de los elementos fundamenta-
les necesarios para cosechar frutos.

La exposicién moderna ticne las dos
ventajas ya sefaladas: a) Como toda la-
bor de sintesis, permite disminuir el sim-
bolismo y concentrar la atencién en los
puntos verdaderamente fundamentales; b)
Al liberarsc de las coordenadas, dcsapare-
ce cl caricter local de las definiciones cla-
sicas. Pero tiene también una tercera ven-
taja muy importante, Al poner de mani-
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fiesto los elementos esenciales permite sa-
ber cudles deben - quedar inamovibles y
cuéles son caso particular de otros més ge-
nerales, abriendo camino a nuevas inves-
tigaciones. De la misma manera como la
geometria proycctiva ‘del siglo x1x abrié
las puertas al estudio y clasificacion de to-
das las geometrias del grupo lineal y dié
lugar a otras geometrias aparecidas al sus-
tituir este grupo por otro mas general has-
ta desembocar en el programa de Erlan-
-gen de F. Klein (1872), asi €l tratamiento
sintético de las conexiones ha permitido
a Ebresmann sefalar la importancia de
muchas nuevas estructuras posibles de de-
finir sobre las variedades diferenciables.
Er: cfecto, cambiando los grupos estructu-
rales de los espacios fibrados, aparece una
intercsante variedad de cstructuras, como
son las llamadas casi-compleja, casi-hermi-
tiana, casi-cuaternioniana, etcétecra. Sobre
ellas sefialarcmos sélo los trabajos de Eh-
resman 7 y Liebermann &, en los cuales hay

abundantes referencias v sugerencias para

trabajos futuros.

Los cjemplos anteriores pueden dar una
idea de la tendencia actual en el campo
de la geometria diferencial. Hacia ella han
sido dirigidos, e¢n busca de problemas en
que ejercitarse, los podcrosos medios que
fueron creados hace pocos lustros para la
- topologia, los cuales, a su vez, procedian
del exuberante florecimiento del Ailgebra
moderna del primer cuarto de siglo.

Con los nuevos métodos han surgido
nuevos problemas. Por suerte, los nuevos
puntos de vista no han conducido sélo a
una generalizacién artificial de resultados
conocidos, ni a una fria fundamentacién
subterrdnca. S¢ han presentado’ muchos
problemas nuevos sin anilogos en las for-
mulaciones clasicas. La fundamentacién
realizada ha servido, na sélo para fortale-
cer, sino también para agrandar el edifi-
cio de la geometria.

En una conferencia dada en Berna ‘en
1931 9, Hermann Weyl pasaba revista a

7 ¢. Ehresmann, Sur les varietés presque comple~
x¢8, Proc, of the International Congress of Math,
1950, Vol. II, phgs. 412-419.

8 P. Liebexrmann, Sur les structures presque com-
pleges of aulres slructuves inflnitésimales réguliéres,
Bull. de Ia Soc. Math. de France, 83, 1955, pfigi-
nas 185-224.

o Unlerrichtdliter fiir Mathemalik und Nefurwis
senschaften, afio 88, Neo 6, 1982, pdgs. 177-188.
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la matematica de los afios inmediatamen-
te precedentes y mostraba como casi toda
la obra realizada se referia a la topologia y
al 4lgebra abstracta y dentro de estos cam-
pos, por un lado a la generalizacién sin li-
mite de rcsultados anteriores y, por cl otro
lado, a la formalizacién y fundamenta-
cién axiomatica de los mismos. Termina-
ba diciendo: *““Antes de generalizar, for-
malizar o axiomatizar, es necesario dispo-
ner de la substancia matematica para ello.
Pienso que esta substanicia matemética, en
cuya formalizacién nos hemos ocupado en
los ultimos decenios, esta préxima a ago-
tarse. Por csto me imagino que la mate-
mética volverd a ser cosa dificil para Jas
nuevas generaciones”.

Para la geometria diferencial, las lti-
mas generalizaciones han creado, a su vez,
nueva substancia matematica. Y es justa-
mente ¢l cultivo de esta nueva substancia
lo que ofrece amplias perspectivas para el
futuro. Tal vez sea un principio general,
en cuya virtud la matematica aparcce co-
mo inagotable: toda generalizacién bien
dirigida no es nunca fin, sino comienzo dc
nuevas teorias.

- Los nuevos métodos sintéticos permiten
una comprension mas efectiva de lo que
las distintas geometrias contienen en su
base y fundamento. Estos métodos, sin em-
bargo, neccsitan para su progreso crear su
propio simbolismo. Desaparecen las co-
ordenadas, pero aparecen grupos, pseudo-
grupos, homomorfismos, homotopias, dia-
gramas, succsiones exactas... y se va in-
troduciendo un célculo operatorio con es-
tos elementos y un simbolismo que, paula-
tinamente, llevan a una nueva geometria
analitica, de otro orden que la tradicional,
pero en la que ya se vislumbra un futuro
lleno de sobrecargado formulismo. Nueva-
mente se hard necesaria la labor de otros
matematicos que vuelvan a podar las su-
perfluas ramificaciones y a introducir4iue-
vos conceptos sintéticos que condensen y
aclaren los resultados adquiridos y abran
nuevas vias a la investigacién geométrica.
Es a esta marcha alternada, sin pausa ni
retroceso, con horizontes cambiantes pero
con el {in definido de conocer cada vez
mas y mas claro, que Ja geometria debe su
eternidad.
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