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1. PROBABILIDADES FINITAS

1. — Définiciones y ejemplos. Dado un nimero finito de casos
Sfﬁ&sibles:‘ﬁ‘ y, entre ellos, un nimero finito de casos favorables m,
la probabilidad de que elegido al azar uno de los casos posibles,
resulte favorable, se define como el cociente

4

m

- o

Hay que tener en cuenta que los casos posibles sean todos
“jgualmente probables”, es decir, que entre ellos no pueda hacerse
- distincién particular.

De esta definicién se deduce que la probabilidad p esta siem-
pre comprendida entre 0 y |, valiendo 0 cuando el caso sea im-
posible y 1 cuando sea seguro que va a ocurrir.

L.os ejemplos tipicos de probabilidades entre un nimero fini-
to de casos posibles y que fueron también los primeros estudiados
al nacer el Cilculo de Probabilidades a raiz de una correspon-
dencia entre los matemiticos franceses P. de Fermat (1601-1665)
y B. Pascal (1623-1662) sostenida en 1654, se encuentran en el
juego de dados. La probabilidad de sacar el nimero 2, por ejem-
plo, con un dado lanzado al azar es igual a 1/6. La probabilidad

: "(* Conferencia pronunciada en la Facultad de Ingenieria de Monievidco
el dia 2 de Agoslo de 1946.
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de que, lanzando simpltineamente 3 dados al azar se obtenga un@
suma igual a 10 es muél a 27/216 = 1/8, puesto que se puede
contar que el nimero de casos posnblcs es 63—=216 y el de Ca-
sos favorables 27.

Cuando se considéran preblemas mis complicados, la enume- \?t"'
racién de los casos posiblei y favorables deja de ser tarea simple, {:;
siendo necesario utilizér los astificios del calculo matemético y 4
ciertas reglas que constituyen las bases del Calculo de Probabili-
dades. ’

Histéricamente, por ejemplo, es notable el problcma siguiente;

Dos dades se larigan simultaneamente n veces seguidas; éicudl es la
probabilidad de obtener por lo menos una vez el doble seis?.

Mucho mas féci!" qgue el calculo de la probabilidad pedida es
el calculo de la probabilidad de que ninguna vez se saque el do-
ble seis; en efecto la probabilidad de no sacar el doble seis en  *J
una jugada es 35/36 y la de no sacar el doble seis en # jugadas |
serd (35/36)*. Como la §uma de las probabilidades de no sacar !

‘el doble seis y la de hacerlo por lo menos una vez debe ser igual

a la unidad, puesto que es seguro que uno de los dos casos debg
ocurrir, resulta que la probabilidad buscada vale

p=1——(§—2)”. (1.2)

Si se pide el valor de n para que p valga |/2, se obtiene

_ log 2 _
" log 36 — log 35 =24,6...

Esto nos dice que en 24 jugadas la probabilidad de sacar el
doble seis es menor que la de no sacarlo y en cambio en 25 ju-
gadas la probabilidad de sacar por lo menos una vez el doble
seis es ya mayor que la de no sacarlo. Este hecho ex i

anaba en

1654 al Caballero de Meré, noble francés que creyendo ver en ello

una paradoja acudié a Pascal, el cual resolviéd por primera vez el
problema ().

Otro problema curioso, estudiado bajo diferente
Montmort, Euler, Lambert y Laplace es el siguiente:

formas por

(1)  Ver Oeuvres de Fermat, tomo ll, pag. 296, carta de Pascual a Fer~
mat del 29 de Julio de 16564.
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Se demuestra (*) que esta probabilidad es igual a

1 —(1 — 41—0)40= 0,632

"‘"'-"es decir, hay aproximadamente una probabilidad del 63 °/, de que
dos naipes coincidan.

.tricos con los obtenidos experimentalmente, o sea, para ver la re-
- lacién entre la “probabilidad” de un cierto suceso y la “frecuen-
: cia” con que el mismo se presenta al realizar practicamente la ex-
periencia un nimero: creciente de veces, se tiene el fundamental
teorema de Jacob Bernoulli, publicado en su obra péstuma “Ars
Conjectandi” aparecida en 1713. Dicho teorema dice:
 Si la probabilidad de un suceso es p y al realizar la experiencia
n veces dicho suceso tiene lugar m wveces, el cociente min se acerca
tanto como se quiera a p, con tal de tomar n suficientemente grande.
Consideremos, por ejemplo, la Gltima cifra del premio mayor
de un sorteo de loteria. La probabilidad de que esta cifra sea una
determinada, por ejemplo un 4, es 1/10. El teorema de Bernoulli
afirma que considerando un niimero suficientemente grande de

final de! premio mayor un nimero de veces muy préximo a la
décima parte del nimero total de sorteos y el grado de aproxi-
macién serd tanto mayor cuanto mayor sea el nimero de sorteos.
Este teorema de Bernoulli se demuestra matematicamente, pero
basta un poco de atencién para ver que €l es muy natural y, en
realidad, una simple consecuencia del principio de razén suficien-
te. En efecto, refiriéndonos al ejemplo concreto mencionado, se
tiene: si todas las cifras, de 0 a 9, son igualmente probables, no
hay razén ninguna para que una de ellas salga con mas frecuen-
cia que otra (puesto que en tal caso, si alguna saliera con mayor
frecuencia, seria sefial de que hay alguna causa que obliga a ello,
lo que equivaldria a decir que no son todas las cifras igualmente
(Q_)——Ver, por ejemplo, E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, p. 37,
donde se encuentra la historia y bibliografia sobre el problema.

2. — Teorema de Bernoulli. Para enlazar los resultados ted-

sorteos, la cifra 4, como cualquier otra, habra salido como cifra -
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probables y que el sortso estd mal hecho) y por tanto, todas “!”f,;,
drin, en un nimero suficientemente grande de sorteos, un mlsm%yu
nimero de veces, igual.al décimo del total

Il. PROBABILIDADES NUMERABLES

3. — Definiciones y ejemplos. Cuando el nimero de casos po-.
sihles no es finito, los problemas de probabilidades ya no_se pue-
den resolver contando los casos posibles y favorables. Se distin-

guen entonces dos casos, segin gue el infinito de los casos posi-
bles sea numerable o no numerable.

Los problemas referentes a probabilidades “‘numerables’ o sea,
aquellos en que el nimero de casos posibles es infinito numera.
ble, son en general los mas dificiles y menos estudiados. En ellos;
para evitar paradojas, hay que definir bien como se debe enten-
der que se procede para dar un elemento al azar.

Supongamos, por ejemplo, la serie natural de los nimeros.

LS e L

1,2 3, 45,6728, ....... (3.1)

y que se pida la probabilidad de que un nidimero elegido al azar
sea par. Si la ordenacién es la natural, indicada en (3.1), parece
natural decir que la probabilidad es 1/2. Pero si los mismos ni-
meros naturales viniesen ordenados en la forma

1,325 7,49, 11,6........

de manera que los niimeros pares se vayan intercalando entre ca-
da dos nimeros impares, la probabilidad parece natural que sea
1/3. Analogamente se podrian ordenar los niimeros naturales de
manera que la probabilidad de que un ndimero sea par tuviera cual-
quier valor. ,

Esto prueba que para los problemas de probabilidades nume-
rables hay que dar la grdenacidn en que se suponen dados los ca-
sos posibles. Una vez dada la ordenacion, la probabilida
ne como ¢l limite de la probabilidad finita correspondienge a tomar
un namero finito de casos posibles y hacer luego crecett este niimkro
hasta infinite.

En todos los ejemplos que damos a continugcién supondre-

mos que la ordenacién de los nimeros natu sea la ordinaria

(3.1).

Consideremos un ejemplo mas complicado que el anterior.

AL
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[Dida la serie natural de los nimeros (3.1), écudl es la probabilidad
le que un nitmero elegido al azar sea primo?

Llamando, como es costumbre, n(#) al nimero de nimeros
Himos inferiores a n, la probabilidad buscada serad, segin la de-

(3.2)

%" :  Es sabido que este limite vale cero; por tanto: la probabili-
'ridad de que un nidmero elegido al azar sea primo es nula.

Este ejemplo hace aparecer un hecho nuevo que no ocurria
! én las probabilidades finitas y es que, en las probabilidades nu-
merables. la probabilidad de un suceso puede ser igual a cero sin
th ello signifique que el suceso es imposible. En estos casos
. .qabe estudiar el orden infinitesimal de este cero. Por ejemplo, en
f’el caso considerado, se demuestra que (3.2) tiende a cero con el

‘{'mlsmo orden que 1/log 7, es.decir, se verifica () .

lim [R—(H—Z L )'—— 1. ‘ : (3.3)

nZy @ n log n

oty

Relacionados con .la teoria de rimeros se encuentran otros
i muchos problemas de probabilidades numerables cuys solucxon no
“es en general simple. Nos limitaremos a mencionar algunos como
e)emplo

a) La prnbabll:a'ad de que dos niimeros enteros elegidos al azar

La demoslracnon es facil recordando algunos resultados de la
i teoria de nimeros. En efecto, sea # un niimero primo; la proba-
- bilidad de que un nimero elegido al azar resulte divisible por p
'es 1/p y la probabilidad de que dos niimeros elegidos al azar re-
&s snlten ambos divisibles por p serd 1/p®. Luego la probabilidad de
‘f‘ que los dos niimeros elegidos al azar no resulten ambos miiltiplos
% de p sera 1—1/p? Por consiguiente la probabilidad buscada sera

+ (3)  Este resultado, uno de los mds importantes de la leoria de numeros,
3 no es nada fdcil de demostrar. Fué ya sospechado por Legendre y
. después de muchas tentativas por parte de Dirichlet, Tchebychef, Rie~
. mann y Gauss, que fueron obteniendo resultados parciales, fué ce~
: mostrado completamente por Hadamard y de la Vallée Poussin, inde-
: pendieniemente, en 1896. Ver por ejemplo E. LANDAU, Handtuch der
Lehre von der Verteilung der Primzahlen Leipzig und Berlin, 1909.
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1
| Gt
extendido el producto a todos los nimeros primos Se demue
facilmente (*) que 1 ® 1
>
1—p® T n?

extendida la suma a todos los nidmeros, primos y no primos, des!
de 1 a c©. Se sabe ademids que -esta ultlma suma vale w36, d
donde resulta ‘el teorema enunciado.
Analogamente, recordando que (°)
1 [ -] 1 . 223-1 Bs

BT R O TR

2s

donde el primer producto esti extendido a todos los nimeros pri-,g
mos y la sumatoria a todos los nidmeros enteros y posltwos, sien-
do B; los nimeros de Bernoulli, o sea,

1 1 1 1 5

resulta :
~ /)l::) Dados 2s nimeros enteros al azar, la probabilidad de que

ellos no tengan ningin divisor primo comiin vale

-

(25)1

Otros problemas curiosos de probabilidades numerables son:
¢) La probabilidad de que el cociente entero entre dos niimeros

d) La probabilidad de que en la divisién de dos niimeros ente-
ros elegidos al azar la primera cifra decimal sea un 4 o un 5 vale (%)

6x)25—10 1/5_—19] .

4) Ver por ejemplo G. H. HARDY y E. M. WRIGHT, An infrdaduction to
the theory of numbers, Oxford 1938, pag. 246.

6) HARDY~WRIGHT, Loc. cif. pag. 244.

(6) El problema a) es debido a E. Cesaro (MatheSis, vol. I, 1881), siendo
obtenido también mads tarde independientemente por J. J. Sylvester
(Comptes Rendus de la Ac. Sciences aris, vol. 96, 1883, pag. 409).
Los problemas c¢) y d) son tambfén debidos a Cesaro (Eventualités
de la division arithmétique, Annali di Matematica Pura ed Applicata,
serie ll, tomo Xill) donde puede verse la demostracion, junto con otros
problemas andlogos.
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No vamos a extendernos sobre las probabilidades numerables,
unicamente hemos mencionado de paso, como puente de tran-
idh entte las probabilidadés finitas y las continuas. Afadiremos
.‘ amente que otro tipo de problemas pertenecientes al mismo
s 'mpo ‘ha sido introducid6 por E. Borel en su memoria titulada
Ues prababilités dénombrables et leurs applications arithmétiques’ (Ren-
‘1cont| Circolo Matémdtico di Palermo, vol 27, 1909) () donde
encucntran planteados problemas tan atrachvos como el si-

B

s

njunto numerablé). ¢cual es la probabilidad de que elegido al
zar unao deé ellos resulte un nimero racional (cuyo conjunto es
gmbién numerable)?

111. PROBABILIDADES GEOMETRICAS

4. — Problema de la aguja de Buffon. Cuando el conjunto de
casos posibles tiene la potencia del continuo, el problema se
ma de probabilidades continuas o geométricas. En este caso la
obabilidad se define de manera aniloga a como se ha hecho en
‘el N.° I, con la diferencia de que, como ya no se puede hablar
e “nimero” de casos posibles o favorables, se sustituye el “nd-
mero” por la “medida".

5 Se tiene asi: Dado un conjunto de casos posibles Py un conjunto
ide casos favorables F contenido en él, se llama probabilidad de que un
lemento elegido al azar en P pertenezca a F, al cociente entre la me-
ida de F y la medida de P. :

‘ Esto obliga a definir la medlda para cada tipo de conjuntos
Ny se comprende. ademads, que variando la- medida adoptada pueda

El primer problema de probablhdades geometncas es el lla-
i\ mado “problema de la aguja” de Buffon, publicado por este autor
Y. en su “Essai d'Arithmétique morale” como suplemento de su fa-
. mosa Historia Natural en 1787. El problema consiste en lo si-

guiente: Estando dibujadas en un plano un haz de rectas parale-
las a distancia d, se arroja al azar sobre el mismo una aguja de

(7) Esta memoria de Borel se encuenira reproducida y ampliada, como
nota V de sus Legons sur la theorie des fonctions, 3a. ed., Gauthier~

Villars, Paris 1928.
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longitud a; siendo a < d, se pide la probabilidad de que la
corte a alguna paralela. .
Se comprende que el nimero de posiciones posibles

el plano del punto medio de la aguja, o sea las coordenadas
del mismo, y el angulo ¢ que ella forma con una direccién
El ndimero de posiciones favorables en que la aguja corta a a
na paralela es también infinito continuo; estamos, por tanto, auf
un problema de probabilidades continuas o geométricas.
Para resolver el problema hay que hallar la “medida" del co
junto de posiciones posibles y la del conlunto de posiciones favg
rables. Suponiendo que no haya direcciones privilegiadas, -como.
medida se toma en ambos casos la integral triple [/[dx dy de ex-
tendida respectivamente a todos los valores posibles de x,y, ¢ en:
el plano y a todos los valores para los cuales la aguja queda en
posicién en que corta a alguna. paralela. El resultado es que la
probabilidad buscada vale (%) .
2a .
Lo mas curioso de este resultado es que, inversamente, si se
conoce p, se puede deducir el valor de n. Pero p, por el teorema
de Bernoulli, se puede obtener con tanta aproximacién como se
desee procediendo experimentalmente, es decir, arrojando al azar
n veces una aguja sobre un plano dividido por un haz de rectas
paralelas y viendo ‘el nimero m de veces en que ella corta alguna
paralela. El cociente m/n, que es la probabilidad experimental o
frecuencia, sabemos que al tomar 1 suficientemente grande, se
acercard a p en tanto como se quiera con una probabilidad ten-
diendo a uno. Midiendo d y @ y realizando la experiencia un ni-
mero n creciente de veces, se tiene un método para obtener el
nimero & al azar.
La experiencia se ha repetido varias veces y siempre, como
no podia ser de otra manera, se han obtenido resultados concor-
dantes con la teoria (°).

(8) La demostracién se puede ver, por ejemplo, en G. CASTEANUOVO,
Calcolo delle Probabilitd, 1919, pag. 146.

(9)  Se puede ver una resefia de los mismos en el libroccilado de CAS-
TELNUOVO, pag. 148. -
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» Mas adelante, N.° 10, veremos otros métodos para obtener el
?lero ;% al azar.

_5 iiLa paradoja de Bertrand. Despues del primer problema de
f,fon. los -ejémplos de problemas-de probabilidades  geométricas
ﬁ‘fr‘gultipliéaron, aumentado su complejidad. Fué entonces cuan-
g se vié la necesidad de aclarar un poco mas los principios que
, servian de fundamentos.

' El hecho ‘és comiin a todas las teorias matemiticas y tal vez

todas las ramas ‘de la Ciencia. En sus princip‘os las teorias na-
n y progresan a base de ideas intuitivas, logicamente poco pre-
as, pero que constituyen la {inica manera de poder avanzar en-
' las malezas de un terreno virgen. Es unicamente maés tarde,
ando el edificio tiene ya cierta corpulencia, que tiene lugar la
ision de los fundamentos, procurando asegurar los principios
sicos con la rigidez y seguridad de una construccién axiomati-
o de unas definiciones bien precisas. Esto ha ocurrido, por
mplo, en la teoria de las series infinitas: mucho tiempo se
eréd con ecllas y fueron utilizadas en ‘el Analisis, sin que tuviera
ar el estudio indispensable de sus condiciones de convergen-
. Se ha operado igualmente desde la antigiiedad con los nime-
irracionales 'y hasta el siglo pasado, con Cantor y Dedekind,
fueron fundamentados logicamente.

s

Ello es debido a que en los comienzos se opera con los ele-
ntos mas simples de las teorias, con los cuales, por su claridad,
intuicién suple al razonamiento légico. Pero al ir ensanchando
dominio de accién se llega a los elementos ‘“‘raros”, a los ca-
8 ‘‘patolégicos”, los cuales, sin unos principios bien fundamen-
dos se prestan a originar paradojas.

Este fenémeno natural ha ocurrido también en las probabilida-
s geométricas. Durante mucho tiempo se estudiaban y resolvian
oblemas, dando la solucién correcta y acorde a lo que todos
s matematicos ‘‘sobreentendian”, sin que hubiera sido explicita-
ente formulado. Y de esta manera, al ir resolviendo problemas
rticulares cada vez mas complicados, se llegé bien pronto a la
radoja. Fué la llamada paradeja de Bertrand, bien conocida, pero
e vamos a recordar rapidamente .

Se trata de hallar la probabilidad de que una cuerda de un circu-
, trazada al azar, resulte mayor que el lado del tridngulo equiléte-
inscrito. Bertrand da tres soluciones distintas de este problema:
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ra parte de la circunferencia total, resulta que la probablh
buscada vale 1/3.

b) La cuerda arb:tmua queda también determmada por
punto medio. Para que ¢lla sea mayor que a, .este punto med.
debe caer en el interior del circulo concéntrico al dado .y de’ g
dio mitad. Como el 4rea de esté circulo es - igual a 1/4 de la der
circulo dado, la razén entre las medidas de los casos favorable.g
y posibles es 1/4. o y

¢) Como la direccian de la cuerda es cuélquiera. por slmo- .
tria, se puede considerar fijada de antemano Consideremos entop.+ |
ces el didmetro perpendicular a esta dueccxon Para que la cuer-
da sea mayor que a, ¢l|9 debe cortar a eéste didmetro a una dis--
tancia del centro menor que la mitad del radio. For tanto, si co-
mo medida de los casog favorables y posibles se toma la Iongitud.
que llenan los puntos correspondientes de dicho didmetro perpen:
dicular, la probabilidad regulta igual a 1/2 (*?)..

La explicacién de esta paradoja es inmediata. Los casos con-
siderados responden a maneras diferentes de “dar una cuerda ar-
bitraria”. Segin la manera como esta cuerda sea dada la probabi-
lidad toma uno u otro valor. Experimentalmente se puede com-
probar que realizando la prueba mediante dispositivos que corres-
pondan a las tres maneras a), b), ¢) indicadas para fijar la cuer-
da, el valor de la probabilidad que se obtlene concuerda, en ca-
da caso. con el obtenido teoricamente.

inscrito uno de cuyos vemcep sea A Como este arco es ln telss

IV. LA GEOMETRIA INTEGRAL

— Origen. La manera de evitar paradojas como la de Ber-
trand, debe consistir en aclarar bien desde un principio que “me- .
dida” se debe tomar en cada caso para los elementos del conjun-

to dado, para poder aplicar la definicién de pr
cociente de las medidas de los conjuntos de cagos fa
posibles.

en R. DELTHEIL,
1926, pag. 7.

(10) La paradoja de Bertrand puede verse con mads defall
Probabilités Géométriques, Paris, Gaulhier-Villars
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i ‘El criterio ‘que’ se tomé para definir estas medldas fue que
F ellas deben ser invarianies por los movimientos del espacio. Es decir,
;'vtrasladando en bloque, sin deformacién, todo el conjunto. de un
%X lugar a otro del espacio, la. medida no debe variar,
= "Con este criterio se estudiaron las medidas de con]untos de
puntos y rectas en el plano y los conjuntos de puntos, rectas y
- plancs del espacio ordinario de 3 dimensiones (!!), con lo cual ya
‘.se pudieron resolver todos los problemas de probabilidades geo-
" métricas en los que intervienen estos elementos.

8 "tos de rectas, planos y en general variedades lineales cualesquiera
del espacio euclldlano de 7 dimensiones. Esto fué hecho por
KJ:i.__Blaschke en el primer trabajo en el que introdujo el nombre de
‘%“ Geometria Integral (1¥). En lo que desde entonces se ha llamado
§ Geometria Integral ha jugado también un papel preponderante la
" medida de conjuntos de figuras congruentes cualesquiera, o me-
dida cinematica, de la que hablaremos mas adelante (1%).

© 1. — Medida de conjuntos de puntos y rectas. Si se trata de
conjuntos de puntos sobre una recta, la medida correspondiente
I " es la misma que se define en la teoria de conjuntos. Por ejem-
plo, la medida del conjunto de puntos pertenecientes a un seg-

mento es igual a la longitud del mismo. Por tanto: dados dos seg-
mentos, uno interior al otro, la probabilidad de que un punto ele-
gido al azar sobre el mayor pertenezca también al menor, es igual
al cociente entre las longitudes de ambos segmentos.

Sin ninguna dificultad se pasa a los conjuntos de puntos del

(11) Este estudio se puede ver, por ejemplo, en la obra citada de DELTHEIL.

(12) W. BLASCHKE, [ntegralgeometrie' I, Ermittelung der Dichten fiir
lineare Unterrdume im En, Actualités scienfifiques et |ndustnelles,
Hermann et Cie., N.© 262, Parfs 1936.

(13) La obra de Geometria Integral que reune gran parte de los frabajos

. publicados hasta la fecha de su publicacién es W. BLASCHKE, Vorle-
sungen liber Integralgeometrie, Vol. | y Il, Hamburger Mathematische
.Einzelschriften, 1936 - 1937,

"Faltaba hallar, como generalizacién, las medidas para conjun- ‘

e e

e,

pASE

P
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mensiones. Si C es, por ejemplo, un conjunto de puntos del
no y:Cj otro conjunto contenido en &l, la probabilidad de qu .
punto elegido al azar en C pertenezca también C, es igual aly
ciente entre ‘el drea de C, y el drea de C. Se deduce de:a
1> Que la probabilidad es siempre igual o menor que la unid .
2.° que ni la probabilidad cero significa imposibilidad, ni la plr""
"babilidad uno significa certeza absoluta. En efecto, si el conjugsé’jj
C, esta formado, por ejemplo, -por los puntos de una curva con?
tenida en C, la probabilidad anterior es cero y sin embargo es po;
sible que el punto elegido pertenezca a C,. .
Al pasar a conjuntos de rectas del plano, la cuestién preseqx;- !
ta mayor novedad. Supongamos en el plano dado unos ejes coor-
denados x, y ¥ una recta G cualquiera. Para determinar la recta °
G. se puede dar su distancia p al origen de coordenadas y el an.
gulo @ que la normal a la recta forma con el eje x. Los valores
p, @ son, pues, las coordenadas que fijan la posicién de la recta.
Dado un conjunto de rectas, se define entonces como medida dei
mismo a la integral [/ dp du extendida a todas las rectas del con-
junto. Para abreviar es costumbre poner
dG = dp du (2.1)
y. Hlamar a la expresion diferencial dG densidad para conjuntos de
rectus. ’ _
Se demustra que, salvo un factor constante, la medida aside-
finida es la dnica que cumple la propiedad mencionada de ser in-
variante por movimientos del plano. Si por ejemplo se tomaran
para fijar la posicion de G los valores de la abscisa ¢ de su pun-
‘to de interseccién con el eje x y el dngulo ¥ que ella forma con
el mismo eje y se tomara como medida la integral [fdtde, esta
medida tendria el inconveniente de no ser invariante por movi-
mientos, es decir, dependeria de la posicién particular de los ejes
coordenados elegidos.
La primera aplicacién de la medida de conjuntos de rectas

se remonta ya a Cauchy ('), quien obtuvo el siguiente notable re-
sultado :

drature des surfaces courbes. Mémoires de I'Academie deb Scienves,
. XXIl, pag. 3, Paris 1850 (Oeuvres complétes, série |, L. I\ pdg. 167,
Paris 1908).

(14) A. CAUCHY, Mémoire sur la rectification des courbes ¢ a\q:é:-

i
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Sea K una curva cualquiera del plano de longitud finita L.
jendo G una. recta variable del mismo plano, llamamos » al nd-

lero de puntos comunes que ella tiene en cada posicién con X.

aturalmente » es una funcién de las coordinadas p, @ que fijan
. Vale entonces la férmula integral

onde la integracion se puede considerar extendida a todo el pla-
o, siendo # =0 para las rectas G que no cortan a K.

En particular, si K es una curva convexa, es siempre # =2,
rescindiendo de las rectas tangentes que no influyen en la inte-
tal (7.2) por formar un conjunto de medida cero, y resulta: La
edida del conjunto de las rectus que cortan a una figura plana con-
rxa es igual a la longitud de la misma.

Como aplicacién de este resultado a un problema de proba-
lidades geométricas se tiene: Dadas dos curvas convexas, la pri-
era contenida en la segunda, la probabilidad de. que una recta
bitraria que corta a la mayor, corte también a la menor, es igual
cociente entre las longitudes de ambas.

8. Conjuntos de bandas paralelas.— La parte de plano limita-
» por dos rectas paralelas a distancia /\ la llamaremos “banda
aralela” de anchura /\ y la representaremos por B. La posicién
b una de estas bandas queda determinada fijando, por ejemplo,

paralela media; por tanto como medida de un conjunto de
indas paralelas se tomara la integral de la misma expresién (7.1)
1e ahora representaremos por :

dB = dp du (8.1)

en entendido que p, @ son las coordenadas de la paralela media
b la banda B. Segiin esto, la medida del conjunto de bandas pa-
lelas de anchura /\ que tienen algdn punto comiin con una cur-
plana convexa K, serd igual a la medida de las rectas que cor-

n a la curva convexa paralela exterior a K a distancia Af2, o
a, igual a la longitud de esta Gltima curva que es facil calcular
le L+n/A. Por tanto: La medida del conjunto de bandas paralelas
anchura I\ que cortan una curva conexa K de longitud L ¢s L+nA,
De aqui: dadas dos curvas convexas K y Ki, la primera inte.

br a la segunda, la probabilidad de que una banda paralela de

fndG=12L (7.2)
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a K, es lgual a
L-}’—né
[.,-I—nA

y K; como debia ser.
Otro ejemplo, que sélo vamos a enunciar es el siguiente (l
Dada una curva convexa K de drea F y longitud L y lrazant{e

al azar dos bandas paralelas de anchuras respectivas A,y DNy de ma.

nera que corten a K, la probalilidad de que ellas resulten con algin :

‘punto comun interior a K vale

C2aFA L (DA Ayt Ay D,y
RGO CE e R

‘La definicion de medida de conjuntos de bandas paralelas de
la misma anchura A, permite también calcular ciertos ‘‘valores
medios”.’ Supongamos, por ejemplo, el siguiente problema: Dada
ina curva convexa K de drea F y longitud L, se traszan al azar sobre
ella n bandas paralelas de - anchura A\ ; se pide el wvalor media del
area de K que queda sin cubrir.

Si f es el area de la parte de K que queda sin _cubrir para
una posncnon patticular de las 72 bandas paralelas,” el valor medio
buscado, _por definicién, es ’

[fdB,dBy dB; . ..dBx

S = =7 4B, aB, dB, . .. aB» 8.3)

donde los dB; tienen los significados (8.1) correspondientes a ca-
‘da banda y las integraciones -estin extendidas a todas las posicio-
nes posibles de las bandas en las que ellas cortan a XK. La inte-
gral del dommador de (8.3) vale (L + 2 A)", puesto que las »
‘bandas se suponen trazadas' independientemente. Para calcular

!aAlntggral del numerador, consideremos la integral miltiple

J=/dP dB, dB;...dBx

(15) Para la demostracién, asi como para ofros varios problemas referentes
a bandas paralelas, ver L. A. SANTALO, Geometria Integral 7, Nue-
vas-aplicaciones-del concepto de medlda cinemética en ano y

_en el espacio, R‘evnsta de la Academia de Clenc1as de Madrid, 6.
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) siendo dP = dx dy el elemento de area correspondiente al punto
' P (x,y) al qye ge impone la condicion de pertenecer a X y ser
. exterior a tbdai {gs bandas B:. Para calcular la integral J, se pue-
" de proceder dg dop maneras. Primeramente si se fijan las # ban-
das, P puedq vayigr por toda el drea f interior a K y exterior a
las bandas y poy tanto J es igual a la integral que figura en el
numerador de (§.3). En segundo lugar, si primero se fija P, ca-
_ da banda Bi.podtd variar entre todas las posiciones en que corta
a K (de medida L+ = A) menos aquellas en que contiene a P
(de medida ®A) y por tanto J vale también L fdP=L"F
‘En defiqigiva se tiene que e] valor medio buscado val}e

n

?:F(L-{—Ln A) ' 84)

Supongamos ahora que el nimero de bandas tiende a infinito,
al mismo tiempo que su anchura tiende a cero, conservando en

conjunto la misma anchura total constante D, es decir, de manera
que sea

n/\ = constante = D. ’ (8.5)
El valor limite de f_seté .
. D
— 1 )n —x 7:
im f—Flim }—m—)——{ — Fe . (8.6)
ey GO n—3 0 1_|_. ]
n

Este es, por tanto, el valor limite del valor medio del area de
la parte de K que queda sin manchar cuando se trazan sobre ella
n pinceladas al azar cuya anchura tiende a cero al crecer n se-

gin la ley (8.5).

9. Medida cinematica. — Después de los conjuntos de puntos,
rectas y bandas paralelas, quedan por estudiar en el plano los
conjuntos de figuras congruentes cualesquiera.

La posicion de la figura cualquiera K del plano, indeforma-
ble, queda terminada fijando uno de sus puntos O y el valor de
un angulo @ alrededor de este punto. Si x,y son las coordenadas
de O en un sistema cartesiano rectangular, como medida de un
conjunto de posiciones de una misma figura K o, lo que es lo mis-
mo, como medida de un conjunto de figuras congruentes con K,
se toma la integal triple [f/dx dy do extendida a todos los valores
de x, y, @ que corresponden a figuras KX del conjunto. Obsérvese
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que esta medida fué la que se tomé para resolvei el problent
la_aguja de Buffon, en cuyo caso la figura K era la aguja.' P

abreviar se suele poner
dK = dx dy do

vy a esta .expresién diferencial dK se le llama densidad ci;ierfr;(il';"é):
A la medida correspondiente se le llama ‘‘medida cinematica" ny
fué introducida por Poincaré (*®) pero la ideéa no fué plenamente !
desarrollada hasta los primeros trabajos de Geometria Integral. "f'!"
Como aplicacién de la mzdida cinemética se han obtemdol”
dos f6rmulas fundamentales:
1. Sea K{ una figura convexa de area F; y longitud L,. Sea
K otra figura convexa mévil de drea F y longitud L. Se quiere
medir el conjunto de todas las posiciones de la figura X en las
que tiene algiin punto comiin con K;. Se demuestra que dicha
medida vale
JdR = 2n (F+ F\) + LLi. 9.2)
K.K#=0

Es decir, se obtiene el resultado notable de que dicha medi-
da depende unicamente del area vy de la longitud de las dos fi-
guras convexas.

Un caso particular de (9.2) es aquel en que K es un circulo
de radio . Entonces se puede tomar como punto x,y que sirve
para fijar su posicién, el centro del circulo; para cada posicién de
K en que corte a K el dngulo « puede variar entre 0 y 2% y por
tanto (9.2), poniendo L =2xnyr, F=mnr? y dividiendo por 2=
queda )

Jdxdy=Fy+ Lir -+ nrd (9.3)
K.Ki#0 -

que es una férmula bien conocida que da el area limitada por la
curva paralela exterior a K; a distancia 7.

Hay que observar que ya no es facil, ni posiblemente se pue-
da, dar una férmula que exprese la medida de las posiciones de
K en las que es completamente interior a Kiy. Unicamente dicha
férmula es facil de obtener cuando el radio de curvatura del con-
torno de K es en todo punto inferior al menor de los radios de
curvatura de K{; en este caso la medida de las posiciones de K
en las cuales es completamente interior a &, vale 2a (F+Fi)—LL;.

(16) H. POINCARE, Qalcul des Probabilités, Paris 1912, cap. VIL
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2.° Sea ahora Ki una curva fija, abierta o cerrada, de longi-
ad Ly 'y K otra cutva mévil sin deformacién, de longitad L. En
hda posicién de K, sea n el nimero de puntos que esta curva
ene comunes con Kj; evidentemente # es una funcién de las va-
ables x,y, @ que fijan la posicion de X. Se demuestra entonces

llamada “fdrmula de Poincaré” que generaliza la (7.2) y se ex-
esa

fmdR =4 LL, 9.49)

La demostracién de las férmulas (9.2) y (9.4) puede verse en
obra citada en la nota (') o bien en L. A. Santals, Grometria
tegral 4, Sobre la medida cinemdtica en el plano ( Abhandlungen
s dem Mathematischen Seminar der Hamburgische Universitiit,
1. 11, 1936). :

La férmula (9.2) se ha generalizado al espacio y también a fi-

ras no convexas. Ver, para ello, la obra de Blaschke citada en
nota ('3).

10. Ailgunos métodos para la determinacién por el azar del
mero n. — I, De la férmula (9.4) se pueden deducir algunas ma-
ras, generalizaciones del problema de la aguja de Buffon, para
tener ¢l nmimero % al azar.

Supongamos una curva fija de longitud L contenida en una
zién del plano de area F. Si sobre esta regién se arroja al azar
a curva de longitud /, el valor medio del nimero de puntos de
erseccion de la curva arrojada con la curva fija, sera

‘= SndK_ 4Ll _ 2Ll 10.1)
S dK 2n F aF

Para la realizacién practica de la experiencia conviene con-
erar todo el plano dividido en regiones de area F congruentes
suponer en cada una de ellas una curva de longitud L. Enton-
b se puede arrojar la curva de longitud / completamente al azar
onsiderar el nmimero de sus puntos de interseccion con las cur-

fijas. El valor medio de este nimero estard dado por (10.1).

Tomemos, por ejemplo, el plano cuadriculado como indica la

1. Si el -lado de los cuadrados vale 7, se puede suponer que
ada uno le pertenecen dos lados contiguos por cuya repeticién
forma todo el cuadriculado; por tanto sera L=2a y F= a®
ojando al azar sobre el plano un hilo o un alambre (abierto o
rado, deformable o indeformable, puesto que solo interesa la




tiene, al crecer N,

4—1 N — A
N
a Sn;

En particular, si /= a4, se tiene

ﬁ T~
2",‘
1

Si se trata de un segmento rectilineo tal que / < a, solamen-
te puede ser 7 =0, 1,.2, pero las férmulas (10,3) y (10.4) son
o ’ validas aunque se trate de
un hilo flexible de longitud
constante / ! y entonces u;

grandes.

Fig. 1

y anotando cada vez el nimero n; de puntos de mtetseccnon. se .

puede tomar valores mas

[l. Supongamos ahora

v puntos_fijos del plano y
una figura K mévil de area
F. Llamando n al nimero
de los puntos fijos consi-
derados que en cada posi-
cién de K son interiores a
g esta figura, se demuestra
facilmente que

[n dk = 2aFv (10.5)

extendida la integracién a todas las posiciones de K,

cuando esta flguta no contiene nmgun punto es 1 —=0.
Por tanto, considerando el plano dividido en regiones con-

_\__g_r_ueptes de drea Fi y en cada una de ellas un nimero constante

puesto que

P M

T AR R

(10 3)

(10.4)



‘Y a3 probabilidades geométiicas y la geometrla integral o 109

“de puntos, al arrojar al azar sobre el'plano- la figura x, el valor
imedio del nimero de puntos que cubre vale ‘"N

- o o == (10.6)
AEE I . Fy R

» " Supongamos, por ejemplo, el mismo cuadriculado de la fig. 1;
. para cada cuadrado puede considerarse que le pertenece uno de los
vértices, los. cuales en to-

o o 0 o o ) o
i tal constituyen todos los
' vértices del cuadriculado de
° ° ° ° © ° O Ja fig. 2. En este caso sera
Fi = a® v = 1. Por tanto,
o o ©° o- © o 0 - arrojando sobre el plano
de la fig. 2 una figura X
o o o o o o o de drea F al azar, el valor
: medio del nimero de vér-
6_ o ° o o o o tices del cuadriculado que
son cubiertos por la-misma
©.. 0 . 0. . 0. 0. © Vo___‘va]e_‘ T
Fie ..o E=do a0

. Por -ejemplo, si X es un circulo de radio a es F = ma? y por
tanto arrojando sobre el plano de la fig. 2 un circulo de radio a
un nimero N de veces y anotando cada vez el nimero de puntos
n; que quedan cubiertos, se tiene )

N
n,
1

N (10 8)

11. Observacion sobre la realizacién préactica de las experien-
cias anteriores. — Si se quiere comprobar practicamente los pro-
cedimientos anteriores para la determinacién por el azar del ni-
mero T, es iatil acudir al cilculo de probabilidades para” que nos
dé el nimero de experiencias a realizar para obtener, con una pro-

(17) La demosliracion es simple. Se puede ver en L. A. Santald, Geometria
Integral 31, Sobre valores medios y probabilidades geométricas,
Abhandlungen aus dem Mathem. Seminar der Hamburgische Univer~
sitdt, vol. 13, 1940. E
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verifica

lp—pml<e URW%”
con una probabilidad .
€ S |
P = Zk: e dx (M 2)
==/,

siendo k:]/ﬁq— , N el nimero de experiencias realizadas ( que
se supone bastante grande) y ¢ =1—p.

Apliguemos esto a cualquiera de las experiencias del tipo |
férmula (10.2). Al arrojar la linea de que se trate sobre la red
cuadriculada del plano, podrén resultar diversos puntos de intersec-
cién cuyo niimero representaremos por 7y, ig,f3, ... , fn. Sea fr la
probabilidad teérica de quense obtengan precisamente 7 puntos
de interseccién. Por definicién de valor medio experimenlal_r;c:u y

teérico n, es

-;ea,‘zzl.rpr,ra; § ;:Elrpr . (||3)

siendo prey la probabilidad experimental de obtener exactamente
i puntos de interseccion. Segin un teorema clasico del calculo

de probabilidades (‘%) de (11.2) y (11.3) se deduce que sera

| tew— n| <& : (11.4)
con una probabilidad
2K E‘K””
P=-—= dx (11.5)
V=
siendo pre
1 N A fige
__ . =) ——. 1.6 !
K? % 5. y k 2 Pr qr ( ) b

(18) Ver gor ejemplo BOREL, Théorie des Probabilités, Paris 1924, pag.
130/ 0 bien CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1908, pag. 260.
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.Haciendo el cambio de variables K x = ¢, resulta por valor d;:
probabilidad (11.5) de que se cumpla (11.4)

. .._[9 )
P> 2 dt - 1.7
_ﬁ/a . (11.7)

K_.‘/ZZPrqri’r :

x — 1*
Dado P, en unas tablas de la funcién %/ e dt se deter-
nJ o

ndo, segin (11.6), -

ha K y bastard entonces realizar un nimero de experiencias

N2> 2K% 2 pygrits (11.8)

ra que se cumpla (11.4) con la probabilidad 2.

La dificultad estda en que no se conocen en general los valo-
de las probabilidades p.. Un limite seguro, aunque general-
nte excesivo, se obtiene observando que siendo pr -t ¢r =1, es
7 < 1{4 y por tanto = pr gr % Z1/4 2 i, ; luego bastard tomar.

Nz%K‘Zi’,- (11.9)

sto que si se cumple (11.9) con mayor razén se cumplira (11.8),
Se tiene pues que: Para obtener

Iﬁm—;'< €

una probabilidud mayor o igual que P, basta realizar un nimero
experiencias tal que se cumpla (119) donde K se determinard por
condicién (11.7).

El mismo razonamiento vale para el caso llI; entonces i, re-
sentan los nimeros de puntos que pueden ser cubiertos por la
hra de area F al arrojarla sobre el plano.

Ejemplo. Sea el procedimiento de II, férmula (10.8). Los ca-
posibles son iy = 2, i, = 3, iy = 4. Por tanto 2, =29, §5ij
.

quiere obtener con una probabilidad de un 90 °/, el valor de
on un error menor de una centésima habrd que buscar en una
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tabla (1°) el valor de €K que hace en (11.7) P=10,9. Se obtligpe
eK =1,163. Como se quiere que ¢ < 0,01, serd K > |l63y (ia{m, X

nos da

N_>__7 8 I6.3)’. 29 = 196 123.

O Sea, que

100
Para ello subsiste el mismo calculo anterior, con solo sustituir

donde dice € el valor ex. Con ello serd K >116,3: ® = 37,01 y

bastara hacer un nimero N de experiencias tal que

zvz'7 (37.01)%. 29 = 19 861.

12. Un problema para resolver. — Relacionado con el conjun-
to de todos los puntos del plano de coordenadas enteras ( positi-
vas o negativas), o sea, con la red de puntos de la fig. 2 para el

- caso, que siempre se puede suponer, de ser a=1, en 1939 propu-
simos el siguiente problema (29);

Hallar la figura de drea minima tal que en toda posicién conten-
ga’ ' por lo inenos un punto de la red formada por todos los puntos de
coordenadas enteras del plano.

En el trabajo citado insinuabamos que la solucién podria ser
el circulo de didmetro y2, de area /2 ®. Mas tarde hemos vis-
to que el rectingulo de base 1 y altura 2, cuya &rea es menor
que la de dicho circulo, también goza de la propiedad de conte-
ner en cualquier posicién por lo menos un punto de la red. To-
davia se pueden recortar los vértices de dicho rectangulo, de ma-
nera que su area disminuya conservando la propiedad menciona-
da. Queda por tanto pendiente el problema mencionado.

(19
(20)

Pob ejemplo, BOREL, loc. cit. pag. §2; CZUBER, loc. cit. pag. 383.

L,/A. SANTALO, Geometria Integral de figuras ilimitadas, Publica-
ciones del Instiftuto de Matematica, Rosario, Vol. I, N.° 2, pédg. 64.
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Relacionado con este problema, Hadwiger (}') ha demostrado’

1e cualquier conjunto cerrado de area unidad puede siempre co-
carse de manera gue no contenga ningdn punto de la red. La
ura buscada debe, por tanto, tener Area mayor qué uno y me-
or que V2 .

1y H. HADWIGER, Bemerl.ungen iiber Qitter und Volumen, Malhemalica,
vol. XVIl, 1942,




