"GEOMETRIA ANALITICA Y GEOMETRIA
SINTETICA

Por Luis A. SANTALO

- Mi ingreso en esta prestigiosa Academia, dedicada a las
Ciencias en su sentido estricto de Exactas, Fisicas y' Naturales,
honor que agradezco profundamente, es en calidad de cultivador
de una ciencia exacta, la llamada exacta por antonomasia: la
matematica. Ciencia curiosa, hija de una extrafa unién de la
la razén con la fantasia, mezcla de ciencia y arte. Vieja como
el pensamiento, pero nunca- envejecida. Su continua renovacién
le hace conservar imperecedera frescura y juventud. Ciencia
~ milagrosa, que sin tener 1os mojones de las ciencias experimen-
tales que le deslinden-los caminos, ni disponer de experiencias’
cruciales con que refrendar-cada progreso, ha avanzado siem-
" pre, durante siglos, ‘por la buena senda del correcto razonar.
" Las alas que la fantasia le presta, aun dandole infinita liber-
tad, no han servido nunca para apartarla de la buena ruta. Su
marcha ha sido siempre un incesante progreso: los retrocesos
temporales, si bien han existido, han sido siempre como los de
los planetas, mas aparentes que reales.

;Coémo se ha realizado este continuo progreso? Mirando
hacia el pasado, no es dificil encontrar ciertas caracteristicas
que se van repitiendo, con las variantes propias de cada época,
de manera mas o menos periddica. Epocas de rapido flore-
cimiento; con la aparicién de nuevas y frondosas teorias, a
veces mal fundamentadas pero que ‘la intuicién adivina . efi-
caces y cultiva, seguidas de épocas en que la fundamentacion
~olvidada se hace necesaria porque la altura del edificio exige
ya cimientos firmes para evitar el tambaleo o derrumbe ame-
nazado por la aparicién de paradojas o resultados inconsisten-
-tes. Epocas de especializacién en-que .cada rama avanza por
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su lado, seguidas de épocas de sintesis en que se ponen de
manifiesto las raices comunes de muchas frondosas ramifica-
ciones. Epocas en que la matemética se nutre de los problemas
presentados por la técnica o las ciencias experimentales, segui-
das de épocas en que, en justa compensacién, la matematica
cede a dichas ciencias frutos que les son preciosos para su
_crecimiento y desarrollo, aun cuando fueron elaborados por
el sélo placer de la pura especulacion. Epocas, en fin, en que
la matematica mantiene la jerarquia de reina de las ciencias
por presentarse a la vanguardia del saber humano, seguidas
de épocas oscuras, por suerte breves y reparables, en que el
templo de la matematica es invadido por mercaderes quienes,
en su interés, pretenden extrapolar sus posibilidades hacia te-
rrenos. cabalisticos o bien, en su ignorancia, tratan-de aplicar~
la a problemas incorrectamente planteados.

Entre todas estas vicisitudes que a grandes rasgos presi-~
den la evolucion de la matematica, quisiera exponer aqui, con

cierto detalle, un aspecto poco sefialado pero que considero
de interés y actualidad y que se refiere en particular al cam-
po de la geometria. Se trata de una lucha .periédica, con pe-
riodos variables y alternativos de triunfo y derrota para ambas
partes, entre la llamada geometria analitica y la geometria
sintética. :

Hasta 1637 o 1679 en que Descartes y Fermat publicaron,
respectivamente, sus primeros trabajos sobre geometria anali-
tica, .con los cuales se considera que nacid esta disciplina, la
geometria era exclusivamente sintética. Quiero decir con ello
que no se introducian para tratar un problema, elementos aje-

nos al problema mismo. Cuando Apolonio estudiaba las cénicas

lo hacia sobre estas mismas figuras, sin introducir elementos
- que motivaran la duda de si, al final, el resultado podia de-
pender de ‘estos elementos auxiliares introducidos.

Con la geometria analitica la cuestion cambia. Hay que
introducir coordenadas y luego se razona sobre ecuaciones

referidas al sistema elegido. Cambiando el sistema de coorde- -
nadas cambian también las ecuaciones representativas de las -

figuras y por tanto se hace necesario, cada vez, demostrar que
las propiedades obtenidas, aun siendo propiedades de las ecua-
ciones, que pueden variar, son propiedades intrinsecas de las
figuras, es decir, no dependen del sistema de coordenadas ele-
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gido. Muchas veces esta independencia es practicamente  evi-
dente y asi se toma como tal en la geometria elemental. Sin
embargo, al complicarse los problemas, la evidencia va des-
apareciendo. Ya en la geometria analitica elemental, al estudiar
la clasificacién de las cénicas, se hace necesaria la teoria de
los “invariantes”, es decir, el estudio de aquellas expresiones
"algebraicas que dependen de la figura, pero no del sistema de
coordenadas a que se han referido. Esta necesidad, acentuada
con la complicacién de los problemas, dio lugar al florecimiento
de la teoria de invariantes, desarrollada y practicamente ago-
tada en el siglo XIX. ‘ _

Por otra parte el uso sistematico de la geometria analitica
para todos los problemas condujo a complicaciones extraordi-
narias, en que la frondosidad de formulas impedia ver la esen-
cia. geométrica del problema. En realidad todo apartamiento
del dominio natural de un problema conduce a complicaciones
artificiales que més tarde se desmoronan al volver a encon-
trar la senda escondida. Asi ocurrié con la geometria.- El rei-
nado casi absoluto de la geometria analitica durante los siglos
XVII y XVIII condujo a un abuso de sus métodos, y muchos
problemas, complicados innecesariamente, perdieron el sentido
estético que debe mantener toda construccién matematica. Vea-
mos un ejemplo tipico para aclarar las ideas. ,

Apolonio de Perga (siglo II a. de J.C.) considera el pro-
blema de encontrar un triangulo inscripto en una circunferen-
cia cuyos lados pasen, respectivamente, por tres puntos dados
de su plano y lo resuelvo para el caso particular en que los
tres puntos esta en linea recta. En 1776, en las Memorias de la
Academia de Berlin, el matematico G. F. S. de Castillon lo
resuelve por primera vez para tres puntos en posicion cual-
quiera. Inmediatamente, en el mismo volumen de dichas me-
morias, Lagrange da otra solucién de tipo analitico, complicada,
que consiste en hallar una ecuacién de segundo grado para la
tangente del dngulo AOM, siendo A uno de los puntos dados,
O el centro de la circunferencia y M un vértice incégnita del
triangulo buscado (*). Deja Lagrange por hacer la construccién
efectiva de la solucién encontrada, que no es trivial ni breve,
y sobre la cual dice Carnot en su “Géométrie de Position”

(1) Reproducida en las “Oeuvres de Lagrange”, tomo 4, Dags.
335-339. ’
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'_(Paris, 1803, pag. 383): “Por invitacién de Euler, Lexell en el
vol. IV de las nuevas memorias de Petersburgo da la construc-
cion de-la férmula encontrada por Lagrange y dice que ha en-
sayado de aplicarla al caso del cuadrilatero inscripto, pero sin
éxito”. A continuaciéon da Carnot otra solucién mixta, entre
geométrica y analitica, que sirve para un poligono de un nu-
mero cualquiera de lados, pero que tampoco es simple y la
solucidn, como en el caso de Lagrange, estd dada por una ecua-
cién de segundo grado cuyas raices son las tangentes trigono-
métricas de ciertos angulos, conocidas las cuales puede hacerse
la construccion. - '

Sin entrar en detalles histéricos sobre otras soluciones da-
das en los afios sucesivos (?), lo importante para nuestro punto
de vista es que en 1817 (Annales de Mathématiques, vol. 8,
pag. 151), Poncelet da una simplisima demostracién geomé-
trica, valida no sélo para la circunferencia sino también para

. (2)-He aqui la historia del problema segin R. C. Archibald en
una nota (pag. 83) de la obra de J. Steiner Geometrical constructions
with a Ruler, traduccién de M. E. Stark (The Scripta Mathematica
Studies, New York, 1950; la obra original de Steiner es de 1833). La
historia del problema empieza con el lema usado por Apolonio de
Perga en el segundo libro de su obra Sobre contactos: Inscribir en
una circunferencia dada un triangulo cuyos lados pasen por tres pun-
tos colineales. La primera generalizacion de este resultado fue hecha
en 1731 por R. Simson (W. Trail, Life and writtings of Robert Simson,
Londres, 1812, pag. 97-98) quien prescindié de la condicion de estar los
puntos en linea recta. En 1776 Castillon presenté una elegante solu-
cién geométrica con una discusidn de los varios casos posibles ante
la Academia de Berlin (Nouv. Mémoires, 1779, pag. 265); el problema
le habia sido propuesto por Cramer en 1742, El dia siguiente al que
Castillon leyé su trabajo ante la Academia, Lagrange presentd una
demostracién trigonométrica “aparentemente con el propésito de de~
mostrar ¢dmo un analista podia resolver en una sola noche un proble-
ma que seg(in propia confesién habia requerido a un gebémetra de
poder no.mediano- varios afios de estudio”. Euler y Fuss discutieron
el problema y Lexell a propuesta de Euler emprendio el trabajo de
construir geométricamente el resultado de Lagrange (Acta Acad. Sc.
Petrop. parte I, 1783, pag. 91; parte II, 1784, pag. 70). Hasta aquella
fecha los métodos no eran generalizables a poligonos. Esto fue hecho
en 1784 por' A. Giordano de Ottajano, estudiante de Néapoles, tan soélo
de 16 afios. Desde entonces el problema se ha llamado muchas veces
de Ottajano, si bien este nombre era el del pequefioc pueblo cercano
al Vesubio donde Giordano habia nacido. La solucién de Giordano,
junto con otra de Malfatti, entonces profesor de mateméaticas en Fe-
rrara, fue publicada en 1788 (Mem. di Mat. e Fisica Soc. Italiana
VeI:ona). El problema general de inscribir en una coénica dada un
poligono de n lados los cuales pasen por n puntos dados y su dual,
fueron considerados y resueltos por Poncelet en 1817 (Ann. de Mathém.
vol. 8, pag. 151). Poncelet observa que si los n puntos dados son
colineales, el problema puede resolverse con sélo la regla. -
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cualquier cénica y para un poligono de cualquier nimero de
lados. : .

Es la solucidén actual del problema, basada en el concepto
de proyectividad sobre una cénica y sobre la cual no vale la
pena detenernos por ser bien conocida y encontrase actual-
mente en casi todos los libros de geometria proyectiva.

Con este ejemplo la geometrla proyectiva, entonces na-
ciente, prob6é su aptitud para resolver problemas. Fue el co-
mienzo de un retorno a la geometria sintética. Iniciado el
camino los resultados fueron pronto sorprendentes. El princi-
pio de dualidad iluminé y puso orden a todo un amontona-
miento de problemas dispersos. Durante varias décadas, casi
tres cuartos de siglo, la victoria de la geometria sintética fue
total. Se creia —dice Blaschke (3)— que la geometria habia, al
fin, encontrado.el camino real que pedia Ptolomeo. En 1859
Cayley decia: “la geometria proyectiva es toda la geometria”.

Pronto, sin embargo, volvid el anlisis a mostrar sus armas
y a cotizar su valor. En-1854, Riemann presenta su famosa“
tesis Sobre las hipdtesis que sirven de fundamento a la geo-
metria, publicada en 1867, en la cual abre las puertas al fe-
cundo campo de los espacios multidimensionales; las coorde-
nadas aparecen nuevamente como elementos indispensables. -
Empieza el periodo aureo de'la geometria diferencial.

Es interesante ver cémo introduce Riemann el concepto
de variedad n-dimensional. Como precedente, estaba la idea
de superficie tal como surge de la famosa memoria de Gauss
Disquisitiones generales circa superficies curvas (1828) en la
cual, por primera vez (%) se consideran las superficies “no como
limite de un sélido, sino como un sélido, una de cuyas dimen--
siones’ se considera como desvanecida” y se representan por
.sus ecuaciones paramétricas

X=X (2,279, Y=Y @, a), Z=2Z (@2

" dependientes de dos parametros x', x2

(3) Griechische und Anschauliche Geometrie, Munich 1953, p. 11.

(4) Hasta entonces era costumbre general considerar a las super-
ficies como limites o contornos de cuerpos. Asi Euler titula el apen-
dice de su “Introducciéon al Anélisis Infmlteﬁmal" dedicado a la teoria
de superficies, De superficiebus corporum y mas tarde, una memoria
sobre superficies desarrollables la titula De solidus quorum superftctem
in planum explicare licet.
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. Aparecen las superficies, por tanto, como iméagenes del
plano x', x en el espacio ordinario. Se las ha liberado de ser
contorno de un cuerpo, pero se sigue suponiéndolas contenidas
en el espacio ordinario de tres dimensiones. Faltaba romper esta
ultima limitacién y darles completa autonomia. Este es el paso
inicial de Riemann. Parte de una variedad de una dimensién
o “simplemente extendida”, cuyo caracter esencial es que “par-
tiendo de un punto no se puede ir' de manera continua mas
que en dos direcciones, hacia adelante o hacia atras”, para .
pasar, sucesivamente, a las variedades de mas dimensiones. La
exposicién de Riemann no es muy clara (°) pero la idea, en el

lenguaje actual, es la de considerar las variedades de dos di-

mensiones como “producto” de dos variedades de una dimen-
sién; las de tres dimensiones.como producto de una de dos por
otra de una y asi sucesivamente. Naturalmente que una ‘defini-
cién de este tipo puede sélo aceptarse “localmente”, pero hace
innecesario suponer que la variedad estd contenida en un es-
pacio de mayor nimero de dimensiones. De esta manera, si los
puntos de una variedad de una dimensién estin determinados

(3) He aqui, textualmente, las palabras de Riemann, de la me-
moria citada: “Geht man bei einem Begriffe, dessen Bestimmungs-
weisen éine stetige Mannigfaltigkeit bilden, von einer Bestimmungs-
weise auf eine bestimmte Art zu einer andern iiber, so bilden die
durchlaufenden Bestimmungsweisen eine einfach ausgedehnte Mannig-
faltigkeit, deren wesentliches Kennzeichen ist, dass in ihr von einem
Punkte nur nach zwei Seiten, vorwirts oder rickwirts, ein stetiger.
Fortgang moglich ist. Denkt man sich nun, dass diese Mannigfatigkeit
wieder in eine andere, villig verschiedene, libergeht, und zwar wieder
auf bestimmte Art, d. h. so, dass jeder Punkt in einem bestimmten
Punkt der andern iibergeht, so bilden simmtliche so erhaltene Bes-
timmungsweisen eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. In dhn-" -
licher Weise arhdlt man eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit,
wenn man sich vorstellt, dass eine zweifach ausgedehnte in eine
vollig verschiedene auf bestimmte Art iibergeht, und es ist leicht zu
sehen, wie man diese Construction fortsetzen kann. Wenn man,
anstatt den Begriff als bestimmbar, seinen Gegenstand als verdnder-
lich betrachtet, so kann diese construction bezeichnet werden als eine
Zusammensetzung einer Verinderlichkeit von n 4 1 Dimensionen aus
einer Verédnderlichkeit von n Dlmensnonen und aus einer Verdnderlich-
keit von Einer Dimension”.

Observemos que la. memoria de Riemann iba dlrlglda a la Fa-
cultad de Filosofia de Géttingen, lo cual explica, segin Dedekind y
Weber (editores de las “Gesammelte Mathematische Werke” de Rie-
mann, Leipzig 1876, pag. 254) la forma de exposicion y la falta en
ella de calculos matematxcos " Parte de estos calculos, pero no las
definiciones, fueron dados por Riemann mas tarde como apendlce de su
“Commentatio Mathematica, que respondere. tentatur questioni ab
Illma Academia Parisiensi propositae...”, enviado por Riemann a la
Academia de Parfs en 1861 (ver las obras completas citadas, pag. 384).
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por el valor de una coordenada x, los puntos.de una -variedad
de dimension n estaran determinados por n coordenadas - x!,
x2, ..., o - ' ' S

Con palabras mas o menos analogas, la misma .definicion
ha sido la adoptada de manera general durante muchos afos,
practicamente hasta que las necesidades de la geometria dife-
rencial global obligaron a definir, mas precisamente, las “va-
riedades diferenciables” (%). '

El punto de partida es siempre el conocimiento de las n
coordenadas x* (i = 1, 2, 3, ..., n), las cuales pueden sustituirse
por otras x' dadas por ciertas funciones x = f'o(xt, 22 ..., xY)
‘sujetas a determinadas condiciones para mantener la biunivo-
cidad entre las x' y las x"'. Para hacer geometria hay que elegir
un particular sistema de coordenadas, trabajar con él, y luego
probar que los resultados obtenidos no dependen del sistema
elegido. o :

Para asegurar esta independencia del sistema de.coordena-
das, o sea, para distinguir facilmente las propiedades intrinse~
cas - (independientes del sistema de coordenadas) de las que
no lo son, se presentan dos posibilidades: a) Encontrar unas
reglas o métodos de calculo apropiados, tales que, aun utili-
zando coordenadas, se sepa en cada momento cuales son los
resultados que no dependen de ellas; b) Suprimir las coorde-
nadas y operar Unicamente con ciertos elementos intrinsecos

. (%) He aqui algunos ejemplos. T. Levi-Civita en The absolute
differential calculus 1923, trad. inglesa de 1926, dice: “Punfo de una
variedad n-dimensional abstracta es el conjunto de valores de-.n
variables x1, x2, ..., xn”. Por tanto, pag. 119, “variedad n-dimensional
es el conjunto de valores que pueden asignarse a n variables”.-

L. P. Eisenhart (Riemannian Geometry, 1925, pag. 1) dice: “n
variables independientes x!, x2, ..., xn pueden pensarse como las
. coordenadas de un espacio n-dimensional en el sentido de que cada
conjunto de valores de las variables define un punto.de la variedad”.

H. Weyl es tal vez el primero que llama la atencién sobre la posi-
bilidad de que un mismo sistema de coordenadas no valga para toda
la variedad y dice (Space, time and matter, 1920, pag. 84, edicién
inglesa): “La caracteristica de una variedad n-dimensional es que
cada uno de sus elementos (puntos, condiciones de un. gas, colores)
puede ser especificado dando n cantidades: las ‘“coordenadas”, que son
funciones continuas dentro de la variedad. Esto no debe significar que
“toda” la variedad, con todos sus elementos, pueda representarse de
una sola y reversible manera por los valores de sistemas de coorde-
nadas (por ejemplo, esto es imposible para la esfera, para la cual es
n = 2); significa solamente que si.P es un elemento arbitrario de la
variedad, siempre. existe un cierto dominio en el entorno de P que
.puede representarse de manera univoca y reversible por los valores

de un sistema de n coordenadas”.
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introducidos especialmente. La primera alternativa dio lugar
al calculo tensorial: corresponde a la tendencia. de la geo-
metria analitica. La segunda, todavia en etapa de desarrollo, a
la llamada geometria diferencial moderna que significa una
vuelta a la geometria sintética.

El Céalculo Tensorial, obra principalmente de Ricci y Levi-
Civita (Méthodes de Calcul differentiel absolu, Math. Annalen,
vol. 54, 1901) fue de utilidad fundamental. El progreso de la
‘ geometria diferencial de espacios multidimensionales, en par-
ticular de los espacios de Riemann, realizado en"los primeros
treinta afios del siglo actual, bajo el impulso muchas veces de -
las. necesidades de la teoria de la relatividad general de Eins-
tein, fue posible gracias a la existencia de dicho calculo.

Sin embargo, al avanzar: la teoria y ensanchar su campo
de accién, los. problemas se complicaron y el calculo tensorial
tropezd -con dos graves inconvenientes. Primero, la compleji-
dad de su notacién. Las distintas tentativas para simplificarla -
tuvieron poco éxito y la exuberancia de indices y combinacio-
nes entre ellos fue una muralla que poco a poco fue cercando
a las ideas, para terminar asfixiandolas por el peso del simbo-
lismo. Segundo, su poca aptitud para tratar los problemas “en
grande” de la geometria diferencial. La necesidad de disponer
de coordenadas para definir los tensores, hace a estos elémentos
‘poco aptos para considerar problemas globales en que unas
mismas coordenadas no sirvan para toda la variedad. Por esto,
cuando impulsados por la avalancha de nuevas ideas con que la -
Topologia invadié toda la matematica en el segundo, tercero y
cuarto decenio del siglo actual, se plantearon problemas globa-
les o “en grande”, el calculo tensorial empezé a mostrarse insu-
ficiente y hubo que acudir a nuevas armas. Primero fue el
calculo diferencial exterior y sus formas diferenciales, tan
habilmente explotado por Elie Cartan, que ahorraba simbolos y
tenia caricter menos local que el tensorial. Después, ya ini-
ciado el nuevo rumbo, fue el prurito de abandonar las coorde-
nadas totalmente buscando puntos de partida que fueran in-
trinsecos por su propia definicidn. ]

La tarea no se presentaba facil, pues si la definicién misma
de variedad n-dimensional se apoyaba en las coordenadas x%,
x? ..., x* que determinaban cada uno de sus puntos, dificil -
era imaginar como podian luego rechazarse estas coordenadas y
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hacer geometria “diferencial” sin ellas. Cierto que la topologia
define intrinsecamente sus variedades multidimensionales, como
conjuntos homeomorfos a otros conjuntos bien definidos del
espacio euclidiano, pero la geometria diferencial necesita algo
mas, precisa de ciertas condiciones de regularidad para definir
es;;acios tangentes, trayectorias, curvatura, etcétera.

Un primer paso, realizado sin salir del marco del calculo
tensorial clasico, pero que preparé el terreno para las investi-
gaciones futuras, fue el libro de Veblen y Whitehead titulado
The foundations of differential geometry publicado en 1932
(Cambridge Tracts, n® 29). La idea esencial del libro es’ definir
rigurosamente las relaciones entre la variedad y los sistemas
de coordenadas que la sostienen y hacer una clara distincion
entre ambos conceptos: “En geometria diferencial se utilizan
_constantemente operaciones con sistemas de coordenadas; es
tipica la frase: elijamos un sistema de. coordenadas tal que...
Por consiguiente, es natural sentar ciertos axiomas en términos
de una clase de sistemas de coordenadas “admisibles” y de-.
ducir las propiedades del espacio de la naturaleza de las tran;é
- formaciones entre los sisternas de coordenadas permitidos .'poi-
los axiomas”. = , ,

Veblen y Whitehead son los primeros en formular de ma-
nera explicita que las variedades que estudia la geometria
diferencial (las llamadas variedades diferenciables) son un
conjunto de dos elementos: primero, la variedad como conjunto
de puntos, para cuya definicién y tratamiento la topologia su-
ministra los elementos y los medios; segundo, un cierto con-
“junto de “sistemas de coordenadas admisibles” que permitan el
estudio “diferencial” de la variedad y entre los cuales deberan
existir ciertas férmulas de transformacion de unos en otros.

Para ambos elementos es fundamental la definicién del es--.
pacio numérico o espacio aritmético de n dimensiones que se
representa por R". Un punto de tal espacio es el conjunto de n.
. numeros reales xi, x?, ..., x" dados en un cierto orden y el con-
junto de todos los puntos. constituye el R». Las-x' son las co-
ordenadas del punto x correspondiente. Si no se quiere partir
de los puntos que lo constituyen y usando lenguaje topoléogico,
puede decirse que Rv es el producto cartesiano de n rectas
reales.
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Los “sistemas de coordenadas” se definen como correspon-
dencias biunivocas P — x entre los puntos P. de la variedad y
ciertos conjuntos de puntos x del espacio numeérico. Dos sis-
temas de coordenadas distintos P — x, F — y dan lugar a una
transformacién x — y. Una transformacién se llama de clase r
si las ecuaciones ¥' = ¥' (z%, x2, ..., 2", i =12, ..., n, que

la expresan admiten derivadas parciales continuas hasta: el
orden . :

Obsérvese que $i representamos por X, Y los conjuntos en.

que varian respectivamente los puntos x, ¥y y se tienen dos
transformaciones de coordenadas X — Y,. Y’ — Z, solamente se
puede hablar de productos o composicion de las mismas si

Y = Y. Esto hace que el conjunto de las transformaciones de

coordenadas no forme un grupo, como muchas veces se habia
enunciado precedentemente, si no un pseudogrupo.

Con estos conceptos, Veblen y Whitehead definen las varie-
dades diferenciables de clase r por tres sistemas de axiomas, de
los cuales dos se refieren a las relaciones mutuas entre los sis-
temnas de coordenadas admisibles y el tercero a la definicion del
espacio base; para lo cual toman como modelo los axiomas con
‘que Hausdorff define los espacios topoldgicos separados.

No vale la pena reproducir aqui estos sistemas de axiomas,
ya un poco anticuados, pero si es interesante sefialar que ellos
fueron la base de todas las definiciones posteriores de variedad

diferenciable, definiciones tan sélo diferentes en detalles de.

forma, pero todas equivalentes en el fondo. Vamos a recordar,
en cambio, una de las definiciones actualmente mas en uso, para
hacer ver su caracter intrinseco.? '

Definicién de variedad diferenciable. Empecemos por defi-
nir un haz de funciones. : o

Sean dados un espacio topolégico X y un conjunto cualquiera
R. Para todo abierto U ( X supongamos dado un conjunto de

differentiables, Textos de Matematica, n® 2, notas mimeografiadas,
Recife, 1959. Después de Veblen-Whitehead, quien dio a la definicién
la forma més comunmente seguida en los afios sucesivos fue H. Whit-
_ ney (Differentiable Manifolds, Annals of Math., vol. 37, pag. 645-680).
- Otras definiciones que suelen con frecuencia servir de referencia se
encuentran en Chevalley (Theory of Lie Groups, Princeton, 1946, cap.
III), G. de Rham (Varietés differentiables, Hermann, Paris, 1955,
cap. I), S. S. Chern (Topics in differential geometry, curso mimeogra-
fiado, Princeton, 1951, pag. 14), A. Lichnerowicz (Théorie globale des
connexions et des groupes d’holonomie, Paris, 1955, cap. I).
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aplicéciones H (U) del abierto U en R. Este conjunto H(U) se
dird que es un haz de funciones de valores en R si se cumplen
las condiciones siguientes:

1. Dados dos abiertos U,y V C( U y una func1on feH( U ), la
restriccion de f en V pertenece a H (V).

2.8eaU= _U;y fie H(U;) con la condicion de que f; = f;
en U, — U;. Entonces existe f & H (U) tal que f = fien U; para
todo i.

El espacio X se llama la base del haz Si U C X, el haz de
base U definido por asociar H (U’) a todo U’ C\U, se representa
por H/U.

Por ejemplo, si R es el conjunto de los nimeros reales y
H (U)__el conjunto de las funciones continuamente diferenciables
definidas en U, entonces H(U) es el haz de funciones diferen-
- ciables sobre X. :

Con esto se puede establecer la siguiente definicion:

Una variedad diferenciable de dimensién n.es un par (X H)
en que X es un espacio topolégico y H un haz de funciones nu-

‘méricas de base X, ligadas por la siguiente condicién:

Para todo abierto suficientemente pequefio U C X, existe un
homeomorfismo ¢ de U sobre un abierto V del espacio numérico
R® que transforma el haz H/U en el haz de las funciones dife-
renciables sobre V.

En esta definicién, como en la mayoria de las usuales, el
espacio topolégico se supone “separado” (o de Hausdorff), pem_
también se puede prescindir de esta.condicién, como ha hecho,
por ejemplo R. S. Palais en A global formulation of the theory of
transformation groups (Mem. of the Am. Math. Soc. N* 22, 1957).

Definicién de vector. Ya bien’ establecida la definicién de
variedad, elemento basico y sostén de toda geometria, se plante6
la tarea de ir definiendo, via intrinseca, los otros elementos con
que trabaja la geometria diferencial. El primero es el de “vector
tangente” o simplemente “vector” de la variedad.

Para el espacio R" la definicién de vector es intuitiva e in-
mediata: vector es un par de puntos ordenados, el primero lla-
mado origen y el segundo extremo. Para n == 3, esta definicién
coincide con la de vector como flecha o segmento orientado que
permite el calculo vectorial elemental de manera puramente
geométrica. Pero si se trata de una variedad diferenéiable ge-
netal, el concepto de vector como flecha deja de ser aplicable.
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Basta pensar en una superficie curva y el pfoblema de definir
vectores en ella sin salir de la misma. Hay que partir de otras
bases. Recordemos primero como procede el calculo tensorial
clasico:

Definicion tensorial de vector. Vector contravariante en una
variedad n-dimensional es el conjunto de n componente ul, u?,.
U, que por un camblo de coordenadas x* - x™* se transforman
segun la ley

_ oz
T ox

y vector covariante en el conjunto de n componentes u, uy,...,
u, que por un cambio de coordenadas x* — x* se transforman
segun la ley

. 5z

Uy = FY 2

En ambas expresiones se entiende que los indices repetidos -
C p

van sumados de 1 a 7z, convencién que usaremos también en
lo sucesivo.

-

De esta manera la definicién de vector presupone la exis-
tencia de un sistema de coordenadas respecto del cual se dan

las componentes. La determinacién de las mismas componentes

en otro sistema de coordenadas es simple cuestion de calculo por
las formulas anteriores. Las coordenadas juegan un papel pri-
mordial; los indices empiezan a aparecer en abundancia‘y ain
con la supresion del simbolo de suma (convencién de Einstein),
las férmulas se comphcan desde las primeras operaciones con
vectores.

Veamos ahora la definicién intrinseca. Se pueden dar varias
de ellas, todas equivalentes, pero nos limitaremos a las maés
usadas en la literatura corriente.

Definicién de vector segin Chévalley. Sea V, una variedad
diferenciable de dimensién u y x un punto de la misma. Sea f

"una funcién diferenciable definida en un entorno de x. Se llama

vector tangente a V, en x a toda aplicacién f — L (f) de f en los
nimeros reales, tal que se cumplan las siguientes condiciones:

1. Si f, f’ coinciden en un entorno de z, es L (f) — L ().
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2. L es lineal, es decir, si @, b son m’lméros reales cualesquie-
ra y f, g dos funciones diferenciables definidas en el mismo
entornodex,esL{(af4bg) —=aL(f) 4+ bL(g).

3. L es una diferenciacidn, es. decir,

L(f9) = L(f).9 () +$@) L.

Para comparar esta definicién con la clasica, pensemos un
sistema de coordenadas x', x%,...; 2" en un entorno de-x. Si '
son las componentes de un vector contravariante en el sentido
. cla51co la aplicaciéon L (f) la deflmmos por

of |
u
2

donde las derivadas parciales se consideran tomadas en el punto -
x. Para dar L en un particular sistema de coordenadas; se deben
dar las u', es decir, la defmlcmn corresponde a los vectores con- -
travanantes : :

-Si se supone un cambio de coordenadas x >z sxendo (por
derivada de una funcién de funcién).

L{f) =

. of 2f

ax‘ o2zt a:c'

y debiendo ser L(f) un nimero real independiente del sistema
de coordenadas, resulta -

2f px* , of
% o=
2x% x¢ Dx*

de donde (debiendo esta igualdéd verificérse'para toda f)

9 x™
ox*

wh — aet

que es la ley de transformacién: que sirve como definicién en el
tratamiento clasico. T

Si L, L’ son dos vectores tangentes en el mismo punto x, de
la definicién se deduce que la aplicacién f — » L (f) + ¥ L'(f)
para A, ¥ nimeros reales cualesquiera, es también un vector tan-
‘genvte. Es decir, los vectores tangentes en un punto x forman un
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espacxo vectorial, el cual se llama espacto vectonal tangente en
x. Lo representaremos siempre por T,. A

Por dualidad, se define el espacio dual T*,, cuyos elementos
son los co-vectores o vectores covariantes. _

Definicién de vector segun Ehresmann. Se basa en el con-
cepto de “jet” (5). Sean V, y V, dos variedades diferenciables
de dimensiones n, p respectivamente. Sea f una aplicacién de un
entorno U de un punto x, ¢ V, en V,, tal que si x!, x%,..., x"; ¥,
y¥%..., ¥° son coordenadas locales en U y f(U), las funciones
y' = f (2, x%...,x"),i=1,2, ..., p admitan derivados par-
ciales continuas de orden = r en =z, El r-jet §',f de orden 7,
fuente x, y extremo y, — f(x,) es la clase de las aplicaciones g
de un entorno de x, en V, que aplican x, en y, y tales que las
derivadas parciales de las g' de orden igual o menor que r to-
man el mismo valor en x, que las derivadas de las f'.

Siendo como siempre R el espacio numérico de dimensién
p, se llama p"-velocidad en V,, de origen x, a todo j°, de R* en
V. de fuente O. (origen de coordenadas de R*) y extremo x. Se
llama p"-covelocidad de V, de origen x, a todo j, de V, en R* de
origen x y extremo O. Para r = p = 1, las velocidades y covelo-
cidades son los vectores y covectores de V..

Veamos con un poco méas de detalle esta definicién de las dos
clases de vectores, para ver que ellos coinciden con los vectores
contravariantes y covariantes de la definicién tensorial.

Para p = 1, R! es la recta real. Por tanto j!, sera la clase de
las aplicaciones dadas por funciones x! — f! (y), 2% = f2(y),. ..,

* = f"(y), y £ R?, definidas en un entorno de y = 0, tales que
ellas y sus derivadas primeras toman los mismos valores en
y = 0. El vector resulta, por tanto, dado por las derivadas
(df'/dy).; es decir, en lenguaje geométrico clasico, se trata del
vector tangente a la curva x' = f' (y) o, en lenguaje fisico, inter-
pretando y como la variable tiempo, dél vector velocidad. Se ve
asi la coincidencia de los vectores de Ehresmann con los vecto-
res contravariantes clasicos.

Si se considerado j!, se tendra la clase de las func1ones
y = f(x!, x%...,2") definidas en un entorno del punto x, ¢ V,, con
valores reales y ¢ R?, que toman el mismo valor y, en el punto

(8) C. R. Acad. -Sc. Paris, 233, 1951, pag. 598. Dejamos la palabra
“jet” sin traducir, por no ex1st1r todavxa una traduccmn castellana
generalmente aceptada La traducciéon literal seria “chorro”; a veces
se ha traducido por “tiro”. .
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dado x, y cuyas derivadas parciales 9f/ 9x' toman también todas
el mismo valor en x,. Un vector, en el punto x,, esta determina-
do por tanto, por las n derivadas parciales anteriores. Vemos
aparecer el concepto de gradiente como origen de vectores
covariantes, tal como de manera mas o menos escondida asoma
en todas las definiciones, ' :

Definicién de tensor. La definicion clasica se basa en’ las que
ya hemos recordado para los vectores contravariantes y cova-
riantes. Un conjunto de n* + ? nimeros reales seran componentes
de un tensor p veces contravariante y q veces covariante, en un
punto fijo de una variedad diferenciable dada, si por un cambio
de coordenadas x* — x™* se transforman como el producto de p
vectores contravariantes y q vectores covariantes. Esto no quiere
decir, naturalmente, que todo tensor sea un producto de vecto-
res, sino Unicamente gque su ley de transformacién es la misma
que la de un producto de vectores.

‘La definicién intrinseca es esencialmente la misma, sin ne-
cesidad de coordenadas que ya se abandonaron al definir los’
vectores. En efecto, una vez en posesion del espacio vectoriak
tangente T, de los vectores contravariantes y su dual T*, de los
covariantes, tanto la definicién de Chevalley. como la de Ehres-
mann permiten enunciar:

Tensor p veces contravariante Y q veces covarlante en un
punto x de la variedad diferenciable V, es un elemento del es-.
pacio vectorial obtenido como producto tensorial de p factores
iguales a T, y g-factores iguales a T*,.

Si se quiere conservar una mayor uniformidad con la defi-
nicién de Chevalley, cabe decir: tensor de tipo (p, q) en x es
toda -aplicacién multilineal "del producto. directo T. X T. X

. X T. X T*,... X T*%, (con p factores T, y q factores T*;)
en los nimeros reales, que viene a ser la version moderna de la
definicién de tensor como conjunto de coeficientes de una forma
multilineal invariante (Levi-Civita, The absolute differential cal-_
culus, pag. 71) o aun como la misma forma muitilineal (H. Weyl,
Space, time, matter, p. 36).

Una vez adquiridos, a través de definiciones precisas e
intrinsecas, los conceptos de variedad diferenciable y de tensores
sobre la misma, se puede emprender la tarea de edificar la geo-
" metria diferencial con este bagaje de armas renovadas. Por lo
menos de la geometria que parte de datos tensoriales, como es la
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geometria de Riemann, cuyo dato es un tensor simétrico g;; dos
veces covariante, cuya forma cuadratica asociada g,-.,.‘x‘x' sea defi-
nida y positiva en todo punto de la variedad. Esta {iltima condi-
cién equivale a decir que .su signatura es + 4+ ... -+, o sea,
que en un particular sistema de coordenadas sus componentes
pueden, en cada punto, reducirse a g;; = 0,si i 5% j, gy > 0.
Un primer éxito de los nuevos puntos de vista fue el siguien-
" te, obtenido por Whitney en 1936 (loc. cit. nota (7). Dada una V,
;se podra siempre definir en ella una estructura de Riemann?, en
~otras palabras, ;existira siempre un tensor simétrico g;; definido
sobre ella y de signatura -+ 4- ... 4 en todo punto? Obsérvese
que el problema no se presenta desde el punto de vista local, pues
para regiones suficientemente limitadas de V, la existencia es
evidente. Se trata de uri problema esencialmente global. Whitney -
resolvié el problema ‘por la afirmativa, demostrando que toda
V. se puede sumergir en.un espacio euclidiano de dimensién
2n + 1 con lo cual la métrica euclidiana de este tiltimo subordi-
na una de Riemann sobre V,. Mas tarde se han dado otras de-
mostraciones del mismo teorema, siinplificadas por el uso de la
teoria de espacios fibrados (ver por ejemplo Steenrod, The To-
pology of Fiber Bundles, Princeton 1951, pag. 58).

El resultado pudiera parecer evidente, pero su interés se

pone de manifiesto al intentar generalizarlo a 1a posible existen-

.cia de métricas indefinidas, es decir, de signatura con m > 0
signos negativos. Encuentra entonces Ehresmann (C. R. Acad.
Sc. Paris, 2186, 1943, p. 628) que para ello es condicién necesaria
y -suficiente la existencia de un campo continuo de espacios
lineales tangentes de dimensién m. Por ejemplo, para que sobre
una variedad V, exista una métrica de signatura -4 + + — (co-
mo es la exigida por la teoria de la relatividad para el espacio-
tiempo), es necesario y suficiente que sobre ella exista un
campo continuo de vectores; por tanto, segin un teorema cla-
sico de Hopf, si V, es compacta, la condicién es que su caracte-
ristica de Euler-Poincaré sea nula. Otra demostracién de este
resultado se encuentra en Steenrod (loc. cit. pag. 207).

Sigamos un poco mas para ir comparando los métidos clasi-.
cos (analiticos) de la geometria diferencial, con los metodos
modernos (sintéticos).

"~ La geometria de Riemann es tan solo un ejemplo —posible-
mente el mas importante— de un gran ntumero de geometrias
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" que pueden definirse en una variedad diferenciable V,. Estas
geometrias, en el tratamiento clasico, parten de la idea de
“objeto geométrico”:

Definicion de objeto geométrico. Objeto geométrico corres-
pondiente a un punto x de una variedad V,, es un conjunto de
N componentes, dadas en un particular sistema de coordenadas
definido en un entorno de x, y una ley de transformacién que
permita calcular dichas componentes en cualquier otro sistema
de coordenadas (?).

El dato de uno o mas obJetos geométricos para todos los
puntos de una V,, permite construir una geometria sobre esta
variedad. Por ejemplo, si el objeto dado es un tensor gi; dos veces
covariante, se obtiene la geometria de Riemann. Si el objeto
dado es una conexién afin, o sea, un conjunto de n® componentes
™y que por un cambio de coordenadas x' — z” se transforman
segun la ley

. axh axv a xll ath axﬂ
'y = - : AN
T o7 ot pam 7 + ox* px* ox*

se tiene la geometria de los espacios de conexi6n afin. La geo-
metria propuesta por Einstein para el espacio-tiempo en su
teoria del campo unificado de 1950, parte de dos objetos geo-
métricos dados simultaneamente: un tensor g,; no necesariamen-
te simétrico y una conexidn afin, vinculados ambos por ciertas
ecuaciones. .

Estas geometrias de los objetos geométricos, muy en boga
y con mucho éxito entre 1920 y 1940, tiene el inconveniente de
su caracter local, ya que todo elemento definido a partir de un
sistema de coordenadas no puede tener mas campo de validez
que el de estas mismas coordenadas, las cuales en general no
cubren toda la variedad. Cierto que este inconveniente se puede
obviar empalmando de manera conveniente las distintas regio-
nes, pero parece deseable encontrar otros puntos de partida que
ya sean intrinsecos y globales desde su misma definicién.

La teoria de los objetos geométricos corresponde a lo gue
bemos llamado geometria analitica. La reaccién sintética, ya
iniciada para las definiciones de vectores y tensores, se propuso

(?) Para mas detalles ver J. A. Schouten, Ricci-Calculus, Berhn,
1954, 2* ed., pag. 67.
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extender sus posibilidades a todo objeto geométrico, vale decir,
a toda geometria.

Para ello fue necesario ir jalonando el camino con nuevas
definiciones, que apoyandose cada una en las precedentes, permi-
tieran disponer al fin de los elementos necesarios. Fue atil en

“este sentido el concepto de espacio fibrado (Whitney, Ehres-

mann, Steenrod), en particular del espacio fibrado principal
que vamos a definir.

Definicién de espacio fibrado prmczpal dtfe'renczable Sea B
una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una variedad
diferenciable E (B,G) se dice que es un espacio fibrado principal
diferenciable si se cumplen las condiciones: '

1. G actia sobre E, a la derecha, de manera diferenciable
(osea,sixeE aeG,entoncesxac¢E y larelacion x — x a es di-
ferenciable).

2. B'es el espacio cociente de E por la relacién de equiva-
lencia inducida por G y la proyeccion canénica n: E—B es
diferenciable. :

3. Todo punto yeB tiene un entorno U tal que n'(U) es
isomorfo con U X G. Este isomorfismo debe ser diferenciable y
tal que si a x ex'! (U) corresponde (n (x), ¢ (x)) ¢ U X G, debe
ser ¢ (xa) =@ (x) a, para todo a'e G.

La variedad B se llama la base del espacio fibrado prmc1pal. ’
y G el grupo estructural. Para cada punto yeB, la variedad
7 (y) constituye la fibra correspondiente a y; todas las fibras
son diferenciablemente isomorfas a G. En virtud de este isomor-
fismo y por simplicidad de notacién, representaremos la fibra
por la misma létra G.

En cada punto x de E los vectores tangentes a la fibra corres-
pondiente se llaman verticales.

El ejemplo que sirvié de modelo para la definicién anterior
¥ que conduce a los resultados mas interesantes es el siguiente.
Supongamos dada la variedad base B. En cada uno de sus puntos
tenemos el espacio vectorial tangente B,: sea A (A4, As,.. ., A,)
una base del mismo (“repere” en francés, “frame” en inglés). El
grupo lineal geﬁeral de orden n con coeficientes reales GL (n, R) ,'
actia sobre A transformando’esta base en otra base correspon-
diente al mismo punto. Reciprocamente, dadas dos bases, existe
una transformacién de GL (n,R) que lleva una sobre otra. El
espacio de todas las bases coincide con el espacio del grupo
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GL (n,R). Tomando G = GL (n,R) como grupo estructural y
como fibra, resulta que el conjunto de todas las bases A, para
todos los puntos de B constituye un.espacio fibrado pirncipal
E (B,G). Un punto x de E es una particular base A correspon-
diente a un punto y de B. La proyeccién = es = (x) — y. Este
espacio E se llama el espacio fibrado prihcz’pal de las bases o
sistemas de referencia de B. Lo indi¢aremos con Ep.

Adgquirida la nocién de espacio fibrado principal ya se puede
pasar a la definicién general de conexion, para llegar luego a las
" conexiones afines. - : -

Definicion de conexién infinitesimal. Dar una conexion infi-
nitesimal en un espacio fibrado principal diferenciable E significa
asignar a cada punto x ¢ E un subespacio tangente @, sujeto a
las siguientes condiciones: ) : ‘ o

1. Si E; es el espacio vectorial tangente a E en x y G, el
tangénte ala fibra G en el mismo punto, es E, = G, + @, (suma
directa). _ . .

2. ParatodoaeGyxcE, es Q. = Q..

3. Q.depende de x de manera diferenciable. ,

Los vectores del subespacio @, se llaman horizontales. Todo
vector u de E, se descompone en la suma de su componente '
vertical u,¢G, y su componente horizontal useQ,, es decir,
4 = u, + ws. De aqui se deduce que para todo a ¢ G es u @ = ua
4+ usa y como u,a es vertical por actuar a sobre G y usa es ho-
rizontal segGn la condicién 2, resulta '

(ua) =% (ua) p= U0

Siendo u, un vector tangente a la fibra G, por traslaciones a
la izquierda da lugar a un campo de vectores tangentes a G
invariante a la izquierda, o sea, define un elemento del algebra
de Lie de G (1%). Se tiene por tanto una aplicacién de E, en el
algebra de Lie de G. Sea » (u) esta aplicacién. Con la suposicién
hecha (para simplificar la notacién) de que la fibra es el mismo

(19) Recordemos que se llama algebra de Lie de un grupo G de
Lie a los campos de vectores tangentes a G invariantes a la izquierda
por G, con la ley de composicin del paréntesis de Poisson. Si e es el
elemento unidad de G y representamos por G, el espacio vectorial
- tangente a G en e, todo campo de vectores tiene un elemento en G.
(el elemento a-1u, si u es el vector del campo correspondiente al punto
a s G). Por tanto: el algebra de Lie de G equivale al algebra de los
vectores de-G. con la ley de composicién del paréntesis de Poisson.

— 27 —




G (y por tanto todo punto x¢E por pertenecer a una fibra es
elemento de ) si ue¢E,, es v (u): 'u -» x*u, Por tanto, como
ua € Eq, sera o(ua): ua = a?zt (ua), =a? xlu.a, que se puede
escribir w(ua) = a! o(u) a, o sea, segun la definicion de
representacién adjunta v (ua) = (adj a’) o (u).
Con estas observaciones es facil darse cuenta de que una
© conexidén afin en el sentido cldsico es una conexidén infinitesimal
en el espacio fibrado principal de los sistemas de referencia Ep.
En efecto, sea ¥ un punto del espacio base B y en un
entorno del mismo un sistema de coordenadas locales ¥, ¥2, ...,
y"; sea A (A4, 4., ..., A,) una base del espacio vectorial tangente
a B en y, o0 sea, un sistema de referencia (los A; son vectores
covariantes). Indicando con A la matriz columna cuyos elemen-
tos son los vectores A; y por U la matriz fila (u!,’u? ..., u")
.cuyos elementos son las componentes del vector u en la base A,
serd u = U A. El espacio Ep tiene por coordenadas las n del
punto y mas las n? componentes A’ de los vectores A;. Un vector
tangente de Ep es du =dU.A + U.dA, cuya componente verti-
cal es U.dA. Dar una conexion equivale a dar una forma o tal
que permita asignar a U.dA un vector o A (a = matriz fila), es
decir, » es una matriz cuadrada tal que dA —« A.
Por un cambio de base A’ =S A (S = matriz cuadrada, ele-
mento de GL (n, R), es dA’=dS. A+S dA =dS. A+S Ay
como tambxen debe ser dA" = w A" = o' S A, resulta

(*) W= dS.87 4 SuS,

. que da la ley de transformacién para la matriz o. .

' Por un cambio de coordenada ¥’ — y"* sobre la variedad B,
segun la ley de transformacidén de los vectores covamantes es
S = (sy) = (9y'/2Yy""). De aqui

%yt o

ds.51 = (ds,.s,;) = — dy
- -9yt oyt oy
-y poniendo o = (wy;),
A © b 73
SoSt= (s, 0, 5 )= ay' oy ®
. m ay i —aym h
Poniendo todavia o = = I'/dy", estas relaciones, junto con

_ (*) dan
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oyt oyl oy dy' oY L,
oyt oyt oyt ay' oy oyt ™
que son justamente las férmulas de transformacion clasicas, an--
tes mencionadas, para las conéxiones afines.

i J—
I =

* %k ¥

La exposicién moderna tiene las dos ventajas ya sefaladas:
a) Como toda labor de sintesis, permite disminuir el simbolismo
y concentrar la atencién en los puntos verdaderamente funda-
‘mentales; b) Al liberarse de las coordenadas, desaparece el ca-
racter local de las definiciones clasicas. Pero tiene también una
tercera ventaja muy importante. Al poner de manifiesto los ele-
mentos esenciales, permite saber cuiles deben quedar inamovi-
bls y cuales son caso particular de otros mas generales, abriendo
camino a nuevas investigaciones. De la misma manera como la
geometria proyectiva del siglo XIX abrié las puertas al estudio
y clasificacién de todas las geometrias del grupo lineal y dio
lugar a otras geometrias aparecidas al sustituir este grupo por
otro méas general, asi el tratamiento sintético de las conexiones
ha permitido a Ehresmann sefialar la importancia-de muchas
nuevas esructuras posibles de definir sobre las variedades di-
ferenciables. En efecto, cambiando el grupo lineal general sobre
‘el cuerpo de los nimeros reales por otros grupos y permitiendo
que la fibra deje de coincidir con el grupo estructural, aparece
una interesante variedad de estructuras, como son las llamadas
casi-compleja, casi-hermitiana, casi-cuaternioniana, etcétera. So-
bre ellas sefialaremos solo los trabajos de Ehresmann (1) y
Liebermann ('2), en los cuales hay abundantes referencias y
sugerencias para trabajos futuros. ‘

Los ejemplos anteriores pueden dar una idea de la tendencia
actual en el campo. de la geometria diferencial. Hacia ella han
sido dirigidos, en busca de problemas_en que ejercitarse, los
poderosos medios que fueron creados hace pocos lustros para la
topologia, los cuales, a su vez, procedian del exuberante floreci-
miento del adlgebra moderna del primer cuarto de siglo.

(11) C. Ehresmann, Sur les varietés presque complexes, Proc. of
the International Congress of ‘Math., 1950, Vol. II, pags. 412-419.

(12).- P. Liebermann, Sur les structures presque complexes et autres
structures mfmttestmales 'regulleres, Bull. de la Soc. Math. de France,
83, 1955 pags 195-224.
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Con los nuevos métodos han surgido nuevos problemas. Por
suerte, los nuevos puntos de vista no -han conducido sélo a una
generalizacion artificial de resultados conocidos, ni a una fria
fundamentacién subterranea. Se han presentado muchos proble-
mas nuevos, sin precedentes en las formulaciones clasicas. La
fundamentacion realizada ha servido, no sélo para fortalecer,
sino también para agrandar el edificio de la geometria.

En una conferencia dada en Berna en 1931, Hermann Weyl
pasaba revista a la matematica de los afios inmediatamente pre-
cedentes y. mostraba como casi toda la obra realizada se referia
a la topologia y al algebra abstracta y dentro de estos campos,
por un lado, a la generalizacién sin limite de resultados anterio-
res y, -por el otro lado, a la formalizacion y fundamentacién
axiomatica de los mismos. Terminaba diciendo: “Antes de gene-
ralizar, formalizéf_ o axijomatizar, es ‘necesario disponer de la
sustancia matematica para ello. Pienso que esta sustancia ma-
tematica, en cuya formalizacién nos hemos ocupado en los
1ultimos decenios, estd préxima a agotarse. Por esto me imagino
que la matemética volvera a ser cosa dificil para. las nuevas
generaciones” (13). .

Para la geometria diferencial, las Ultimas generalizaciones
han creado, a su vez, nueva sustancia matematica. Y es justa-
mente el cultivo de esta nueva sustancia lo que ofrece amplias
perspectivas para el futuro. Tal vez sea un principio general, en
cuya virtud la matematica aparece como inagotable: toda gene-
ralizacién bien dirigida no es nunca fin, sino comienzo de nuevas
teorias. ' - .

Los nuevos métodos sintéticos permiten una comprension
mas efectiva de lo que las distintas geometrias contienen en su
base y fundamento. Estos métodos, sin embargo, necesitan para
su progreso crear su propio simbolismo. Desaparecen las coorde-
nadas, pero aparecen grupos, pseudogrupos, homomorfismos, ho-
motopias, diagramas, sucesiones exactas,... y se va introdu-
ciendo un célculo operatorio con estos elementos y un simbolis-
mo que, paulatinamente, llevan a una nueva geometria analitica,
de otro orden que la tradicional, pero en la que ya se vislumbra
un futuro lleno de sobrecargado formulismo. Nuevamente se
hara necesaria la labor de otros matematicos que vuelvan a

_ 18 Unterrichtblitter fiir Mathematik und Naturwisswnschajien,
afo 38, n°® 6, 1932, pags. 177-188.




podar las superfluas ramificaciones y a introducir nuevos con-
-ceptos sintéticos que condensen y aclaren los resultados adqui-
ridos y abran nuevas vias a la investigacién geométrica. Es a
esta marcha alternada, sin pausa ni retroceso, con horizontes
cambiantes pero con el fin bien definido de conocer cada vez
‘mas y mas claro, que la geometria debe su eternidad.
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