
Vol, v m N.» 1 

F A C U L T A D D E C I E N C I A S M A T E M Á T I C A S etc. 
om LA 

UNivenaiDAO N A C I O N A L O K I . L ITORAU 

P U B L I C A C I Ó N e s 

I N S T I T U T O D E M A T E M Á T I C A 
D l r « O l o r i B B P P ^ L S V I 

\ B. LEVI - L. A. SANTALÓ - C. DE MARIA 
\ 

ESTUDIOS NUMEEATIYOS SOBEE LAS 
VARIEDADES DE CONTACTO 

\ DE LAS SUPERFICIES EN UN ESPACIO 
DE n DIMENSIONES 

• \ 

i» 

R O S A R I O 
REPÚBLICA AnOCNTINA ' 

1 9 4 6 



AUTORIDADES DE LA FACULTAD DE CIENCLà.S 
MATEMÁTICAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES 

APLICADAS A LA INDUSTRIA 

Delegado Interventor 

Ing. Domingo Maturo 

Secretario 

Ing. Luis Aymí 



RIASSUNTO 

11 probkma tralfato in questa Memoria consiste in deter
minare le oaratteristiche numerative (dimensione, órdine, mul-
tipliciíá di sottovarietá, eco.) delle varíela genérate dagli spazi 
liiíeari aventi determinati ordini di contatto coRe curve tracciate 
sopra una superficie immersa in uno spazio di un numero qua-
hmque di dimensioni, per un punto semplice ordinario di essa. 
I primi due e l'tíltimo parágrafo si riferispono a considerazioni 
generali. I paràgraf i intermedi studiano dettagliatamente i casi 
in cui l'ordine del coniatto é < 6 , ponendo in evidenza le dif-
ficoltà crescenti del problema. La tavola riassúntiva di alcuni 
risúltati nwnerici po'^ía al terpiine della Memoria può serviré 
puré a daré un'idea di questo fatto mediante il ritmo di cre-
scimento dei niáneri. Altri, risúltati parlicolari, massime rela-
tivi alie varietà svCbprdinate, che sanebbe lungo irídicare, pos-
sono ricercarsi nel testo. L'indice finóle può puré serviré di 
orientamento. 
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ESTUDIOS NUMERATIVOS SOBRE LAS VARIEDADES DE CONTACTO . 
DE LAS SUPERFICIES EN UN ESPACIO DE n DIMENSIONES 

• . . • . . .POR 

B. LEVI - L . A. 8AHTAL0 - C. DE MARIA 

BBsnuEK. —7 Opmo está indicado en el Prólogo, el problema que nos propone
mos tratar es la caracterización numerativa (dimensión, orden, multiplicidad 
de ciertas subvariedades, etc.) de las variedades engendradas por los espa
cios lineales que tienen determinado orden de contacto con.las curvas tra
zadas sobre una superficie de un espacio de un número de dimensiones bas
tante elevado, pasando por un punto simple ordinario de la misma. Los dos 

• primeros 7 el último p&rrafo se refieren a consideraciones generales. £n 
los párrafos que median entre estos se estudian en detalle los casos que 
corresponden a los órdenes de contacto < 6, pudiendo el lector darse cuen
ta de como las dificultades del problema crecen rápidamente. La tabla 

\ puesta al final de .la Memoria, resumiendo una parte de los resultados nu
méricos, puede servir para dar una idea de este hecho sobre la base del 
rápido' crecimiento de dichos números. Otros resultados particulares, prin
cipalmente los que se refieren a las variedades subordinadas, encontrará el 
lector en el texto. Para facilitar la orientación puede servir también el 
índice que cierra la Memoria. 

PROLOGO 

Dada una superficie sumergida en un espacio de un número 
de dimensiones tan 'grande como se quiera, y fijado sobre la 
superficie Un apunto, la definición de una curva trazada sobre la 
superficie y pasante por el punto depende de una función arbi
traria; se puede por tanto decir que esas curvas constituyen un 
conjunto infinitas iieces infinito. Sin embargo, es una noción ele
mental la de <pie las tangentes a esas curvas en el punto fijado son 
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una simple infinidad, y precisamente, ̂ en el casó normal en que el 
punto es simple para L· superficie, constituyen un haz, cuyo plano 
se llama el plano tangente a la superficie en dicho punto. Pero, 
si como se ha dicho, la dimensión del espacio cuntiente se deja 
crecer sin limitación prefijada, podrán considerarse, siempre en el 
punto dado, planos osculadores a las curvas, o espacios de tres 
dimensiones con un contacto triple (cuadripunto) o espacios de di
mensiones suoesixximente crecientes y con contactos igualmente 
crecientes en una unidad para cada unidad que sube la 'dimensión. 
Ahora bien, la distribución de estas variedades lineales oscuíadoras 
está muy lejos de ser tan.simple como.lo indicaría el caso de las 
rectas tangentes. 

Para el caso de los planos osculadores, la bibliografía que 
conocemos nos da como primero en pL·ntearse explícitamente el 
problema Pasquale Del Pezzo en 1886 en una Memoria publicada 
en los Rendíconti della Accademia di Napoli con el tltuL·i Suglí 
spazi tangenti a una superficie o varietA immersa in tuio spazio a 
piü dimensioni. Demuestra Del Pezzo que los planos osculadores 
{oo*) llenan un cono cuádrico de U dimensiones (sumergido pues 
en un espacio de 5 dimensiones), que tiene por vértice el plano 
tangente (cuádrica 3 veces degenerada). Esta conclusión es por 
otra parte anticipable intuitivamente por quien considere que, si 
L· superficie, supuesta en un espacio de dimensión n, se proyecta 
de una recta genérica'del plano tangente sobre un subespacio de 
dimensión n — 2, la superficie proyección tendrá, como corres
pondiente al considerado, un punto doble cuyas tangentes, imáge
nes de los planos osculadores de la dada, forman uà cono cuádrico 
en un espacio de 3 dimensiones. 

Ahora ocurre observar que este simple razonamiento 'puede 
bien extenderse al caso de considerar .espacios osculadores de ma
yor dimensión, pero las conclusiones deducibles por esta camino 
resultan en seguida más bien insignificantes en comparación de 
la complejidad del.problema, de manera que entre éste y el estu
dio de la composición de la singularidad del punto múltiple en 
la superficie proyección, puede bien todavía esperarse una correla
ción y aclaración mutua, pero nada que se parezca a una casi 
identidad. 

La investigación que aquí se presenta y el método para con
ducirla fueron proyectados'^or el más viejo de los autores de este 
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trabajo mientras precisamente,se ocupaba de los puntos singulares 
de las superficies entre 1897 y los primeros años del siglo; aún 
fueron encontrados entonces algunos de los primeros números; 
pero la pretensión, acaso excesiva, de encontrar fórmulas numera-
tivas generales y otros intereses suspendieron entonces el trabajo. 
Mientras tanto el problema se presentó sucesivamente por casos 
particulares a otros autores, generalmente en modo incidental para 
otras investigaciones y varios resultados particulares fueron pu
blicados. En Í933-3U para dirigir un joven alumno, el.Sr. Ce-

••'^ • lestino De María, en una tesis para optar al titulo de doctor en 
\ matemática en L· Universidad de BoL·gna, le propuse llevar ade

lante, en modo sistemático, el problema, pero por casos sucesivos 
en vista de la extrema dificultad de las fórmulas generales; de 
esta manera pudimos determinar o confirmar ixirios de es-

\ tos números, ¡a mayoría de los que están consignados en el 
presente trabajo. Mas ocurrencias vulgares vinieron a separar al 
profesor del joven colaborador casi en seguida después del exa
men que le otorgara el título; y, habiéndose sobrepuesto a aque-

', lias otros acontecimientos de mucho mayor gravead, nos faltfi 
en este momento toda noticia de él. Sin embargo hemos insertado 
su nombre en el título como debido reconocimiento y afectuoso 
recuerdo'de esa colaboración. 

Seguimos considerando la inxxstigación objeto del presente 
trabajo, digna de atraer la atención de algún joven geómetra; 
por esta razón, conjuntamente con el Dr. Luis A. Santdló, mi 
valioso y querido colaborador actual, decidimos revisar y com
pletar en. alguna parte los viejos apuntes y llevar el todo a una 
redacción suficientemente definitiva como para formar un con
junto que pueda leerse concierto interés. En particular el Dr. 
Santaló ha cuidado L· puesta al día de las citas bibliográficas, 
la corrección de algunos números y 2a introducción de algunas 
consideraciones generales al principio y como conclusión del tra
bajo. Con todo, éste resulta todavía más bien la señalación de un 
camino que un problema acabado. 

Particularmente el estudio de hs últimos dos casos (§§ 5 
y 6; espacios osculadores de 5 y de 6 dimensiones) nos parece 
muy instructivo para señalar las dificultades del problema, cre
cientes muy rápidamente con la dimensión, para indicar los mé
todos de enumeración aconsejables para enfrentarlas y para dar 
una idea de la riqueza de resultados parciales que por tal camino 
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pueden obtenerse; de tal manera que podrían ellos quizá servir 
de modelo para seguir adelante algunos pasos, por dimensiones 
crecientes. Muestran también como ocurre que los detalles que 
se presentan por considerar aumentan entonces rápidamente. 

Los ejemplos análogos no son raros, principalmente en las 
cuestiones algebraicas, como ésta. 

B. Levi 



§ i; CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LOS; [p] -
OSCULADORES A LAS CURVAS DE UNA SUPERFICIE 

QUE PASAN POR UN PUNTO 

1. COOBDEKADAS BABICÉNTRIOAS HOMOGÉNEAS. DadoS Cn UD 

espacio de un número de dimensiones tan grande como se quiera 
p + 1 puntos 

P o ^ i - P p (1-1) 

y atribuido a cada uno de ellos un peso, respectivamente 

representaremos con 

aoPo + aiPi + . . . + apPp (1.2) 

el baricentro de ellos. Se sabe que, al variar los números (!{, los 
puntos (1.2) llenan un espacio lineal, cuya dimensión es ¿p, 
y es precisamente p si los puntos (1.1) son linealmente inde
pendientes, es decir si ninguno de ellos se puede expresar en for
ma análoga a (1.2) mediante los p puntos restantes. Si esto ocu
rriera, podrían suprimirse en el grupo (1.1) cierto número de 
puntos, de manera que los que quedan sean linealmente indepen
dientes entre si, y que todos los demás se expresen por ellos 
mediante una suma análoga a (1.2); todos los puntos que se 
expresaban antes por (1.2) se expresarán entonces de la misma 
forma por medio de este número reducido de puntos. Podremos 
luego siempre suponer que el grupo (1.1) sea constituido por 
puntos linealmente independientes y que la fórmula (1. 2) repre
senta los puntos del espacio de p dimensiones determinado por 
ellos. 
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Si los números a¡ se multiplican todos por un mismo factor, 
el baricentro no cambia; pero en la hipótesis hecha de que los 
(1.1) sean independientes, a sistemas ide valores no proporcionales 
de las a¡ corresponden siempre puntos distintos. Los números a¡ 
podrán luego llamarse coordenadas baricéntricas homogéneas de 
los puntos (1. 2). 

Si el espacio ambiente —de un número de dimensiones tan 
grande como se quiera — se imagina referido a un sistema de 
coordenadas cartesianas homogéneas XQ,Xi,...,x^yse supone 

P¡=(Xo¡X¡,'...X„i), 

las coordenadas del punto (1.2) serán expresadas por 

x^ = aoX^'> + aiX^^ + ...+apX/ ( r = 0 , l , . . .,n) \ 
\ 

y la condición de que los pimtos P,- sean independientes se expresa 
por ser ~/-0 el determinante de las x/. Esta interpretación de Jas 
O; podrá tenerse presente cuando resulte cómodo; sin embargo, 
la concepción baricéntrica tendrá siempre la ventaja evidente de 
asegurar el significado intrínseco geométrico de las consideracio
nes que siguen. ,, • 

Si una de las coordenadas baricéntricas, por ej. a¡¡ es nula .̂ 
el punto representado por (1. 2) estará contenido en un subespa-
cio que contiene los restantes puntos P,-, pero no el punto PQ. 
Cuando este caso se excluye podrá asignarse a esta coordenada 
un valor constante, por ej. 1 y las coordenadas baricéntricas 
dejan de ser homogéneas. Esto va a ocurrir frecuáitemeúte en 
lo que sigue. 

'Siguiendo el simbolismo de Schubert, un espacio lineal de p 
dimensiones se indicará por un [p].' 

2. Un punto P(t), función de la variable numérica t, des
cribe una curva al variar t. Evidentemente 

P(t+h)-P(t) 

es la representación baricéntrica de un cierto punto, del cual se 
puede determinar el límite para A = 0; este límite es por definí-
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ción la derivada del punto P{t) y, si P(í) está referido a un sis
tema de coordenadas cartesianas, sus coordegiadas serán las deri
vadas de las coordenadas de P. 

Análogamente se definen los puntos derivadas sucesivas de 

Pit)-
En lo que sigue tendremos siempre que considerar curvas no 

singulares, es decir tales que en el entorno de los valores de la 
variable que ocurre considerar existen todas las derivadas que sean 
necesarias, y los puntos por ellas representadas son linealmente 
independientes, incluso el punto P{t) como derivada de orden 0. 
En estas condiciones el punto P{t), conjuntamente con los pri
meros r puntos derivados sucesivos define un [r] que se llamará 
[r]-osculador a la curva en el punto P{t). Se ve en seguida 
que, para los primeros valores r = l , 2, . . . ,esta definición coin
cide con la de la tangente, plano oscUlador, etc. 

X Es importante notar que, en consecuencia de la homogeneidad 
de Ib^ coordenadas (sea las baricéntricas, sea las cartesianas), los 
sucesivos puntos derivados de un punto, función dada de tma va
riable, sufren una indeterminación, la cual sin embargo tiene 
como único efecto un desplazamiento sobre el [r]-oscuIador de 
minima dimensión que lo contiene. En efecto, si se pone 

P(í) =«0 (t)P, + a, (í)Pi + . . . +«p (t)Pp 

k(t)P{t) =k(t)ao(í)Po + Kt.)ai (i)Pi +...+k{t)a,(í)Pp, 

de modo que P(í) y k{t) P(í) serán geométricamente el mismo 
punto, se tiene, según una conocida fórmula de Leibniz. 

^ ^ h i ^ = k{t)P<r)it)+rk'{t) PO~V(t) + (^" )k"it) P<'-^){t) 

+ ...+k(^)(t)P(t) (2.1) 

los Índices superiores representando derivaciones. 

3. Supongamos dadas dos curvas P(í), Q(x) que tienen un 
punto común; podremos suponer que corresponda a los valores 
de í y T, t = T = 0; esto significa que, siendo 

P(t)=2a¡{t)Pi. Q(T):=^6i(T)Pi, 



S - 1 0 

se realizan las igualdades 

a,(0) ^ 6.(0) 
¿:«.(0) ^'6.(0) 

( £ = 0 , l , . . . , p ) . 

Diremos que las dos curvas tienen un contacto de orden r si 
existe una sustitución T = T(() tal que 

para 

s = l,2,..'.,r. 

£1 cálculo se desarrolla fácilmente poniendo \ 

y aplicando la (2.1). Cada una de las ecuaciones (3.1) impone 
entonces para el corresjiondiaxtto ^'''(0) un sistema de ecuaciones 
lineales que,,para admitir solución simultánea, implican un sis
tema de relaciones entre los a¡(0), a';(0),. . .,a/«^(0),6¡(0), 6',-(0), 
. . . , 6/^^(0), que,son las con'diciones de contacto de los sucesivos 
órdenes. 

Un caso particular que se presenta frecuentemente en el pré
sente estudio es el de las curvas racionales normales 

P(t) = Po + a,tP^ + ají^Pj + . . . + apíPPp (3. 2) 

donde las a¡ representan coeficientes numéricos constantes. Po
niendo 

se obtiene en seguida, por la fórmula de Leibniz ya recordada, la 
relación recurrente: 



— 11 — 

fcf.;(0) = - s l K + a ._ i / / (0)+ |a^ , fc"(0)+ | ¡ -a^ , fc" ' (0) + . . . 

+ ( l= ï )T" i ' ^ · " ' ' ( 0 ) ] · (3.3) 

Si luego consideramos, conjuntamente con (3.2) otra curva 
i análoga 

V ( ? ( X ) = P O + P Í T P , + P , T Ü P , + . . . (3.4) 

Jas dos curvas tienen el punto PQ común 

- • P„ = P(0) = Q(0); 

ella.s son también,tangentes en Pg, pues para,s = l , (3.1) y (3.3) 
dan lugar a la condición 

» i ( P o - P i ) = P i ( P o - P i ) ^ ' ( 0 ) . 

que se realiza para 

Pero, para s = 2, (3.1) y (3. 3) dan todavía 

2 { l ( a j - a , 2 ) P o - a i « P i + a , P , ] . 

, +h(Po-Pi).^'(0)=V. (3.5) 

debe luego primero ser nulo el coeficiente de P^, lo que da la 
condición 

i8Í ella está realizada, (3! 5) áé reduce a 

h{Po-Pi)^(0)=0 

fi&;;& 
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de la cual resulta 

T"(0)=0. 

Repitiendo el cálculo para los valores sucesivos de s se ob
tiene que la condición para que las curvas racionales normales 
(3,2), (3.4) tengan en PQ contacto de .orden r se expresa por 

a, Qo a, . . 
ser las razones-r- '-rr •^". • • • las potencias sucesivas de im mis-

P] Pi Pa 
mo número. 

4. BSPACIOS LINEALES OSCULADORES A LAS CURVAS TRAZADAS SOBRE 
UNA SUPERFICIE POR UN PUNTO. — Supougamos ahora dada una su
perficie cuyo punto genérico indicaremos por x; será luego fun
ción de dos parámetros^ coordenadas curvilíneas sobre la superfi
cie : , \ 

x = x(u,v). (4.1) 

Se determina una curva sobre la superficie poniendo u y v 
funciones de una variable t. Nosotros supondremos considerar 
curvas por el punto , 

Xo = x(0.0) 

y las representaremos ordinariamente tomando como variable t 
la misma u y poniendo luego 

v = v(u), t ) (0)=0. (4.2): 

Indicaremos las derivadas sucesivas de v respecto u con sub
índices 

Debemos ahora calcular e.xpresiones convenientes para las de
rivadas sucesivas del punto x considerado recorriendo la curva 

x=ix(u,v(u)}. 
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Para este fin pongamos 

^ - - - • f , ( U ),„^t-M,J^-"x''· (4-4) '"^tfl,^ fe )dur-i'-'dv^''^ 

Con estas notaciones observamos que se verifica 

()F,'" 

dv-
• = {r-i)F,>+í. (4.5) 

Además, representando por un momento por (F/)' a la de
rivada, de F/ respecto de u, considerando a v^ como si fuera 
constante, se tiene 

^ O 'du'-í+iduí "^'iwií^ fe / Vfc_i/|()ur-fc-¡+i()üA+¡ "i 

/r—i\()-+ix 

y como: 

F .,'—^ I I 1),̂ ' 
'"•̂ "̂  ^ ^ fe ^u'+i-ft-'dut+i ' 

resulta 

(Fr¡)' = F^,i. (4.6) 
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Por consiguiente, de (4.5) y (4.6) se'deduce .'. 

dF ' 
-¿^ = F'^x + Pr^Hr-i)v2. (4.7) 

Con esta ley de derivación es fácil ir obteniendo sucesiva
mente la expresión, de las derivadas sucesivas de x(u,v(u)) me
diante las notaciones (4. 3) y (4.4). Se'tiene, en efecto, suce
sivamente : 

d*x 
— =/^ , + 6 F3I «2 + 3 F / V + 4 Fji vs-f-fii u ,̂ 

etcétera. 

La expresión general de estas derivadas se demuestra que 
se puede escribir en la forma 

^ ^ ~ ^ Pi!Pal.-('-fc)!^V^' W' '" ^^-^^ 

4onde la sumatoria está extendida a todos los valores positivos 
posibles de los Índices que cumplen las condiciones 

X,>2, 2!pi=k, i:p¡\i=p + k-r 
(4.10), 

r + k¿p k¿r 

siendo los X,- distintos entre sí(*). 

(') Para la demostración de la fórmula (4.9) se puede ver O. STOLZ, 
Ueber die Hngvidren Funkte der algebraisehen Functionen und Eurven, Mathem. 
Annalen vol. 8, 1875, p. 417. Ea este trabajo la fórmula (4.9) aparece ea 
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5. ESCACIO AMBIENTE Y DIMENSIÓN DE LAS VABIEDADES ENGEN. 
ORADAS POR LOS ESPACIOS [p] - OSCULADORES A LAS CXTBVAS DE Xmí 

SUPERFICIE EN UN P D Í I T O . — Dada sobre la superficie una curva 
C, con asignar una determinada fu;ición ti(u), el espacio [p]-oscu-
lacior a la curva será el determinado por los puntos 

dx <Px dPx ,- , , . 
du au2 dup 

cTayas expresiones están ,proporvciosiadas por (4.8), (4.9). Al 
vffriar la función u(u) y por tanto la curva C, variarán los va
lores de Ui, «2, . . . , Vp-, pero quedan fijos los valores de las de
rivadas 

d''x 
¿Ü^HWÍ- ( 0 ^ ' · ^ P · O á f e á r ) ; (5.2) 

Los puntos F^, F / , y (5.1) (ver (4.3), (4.4), (4.8), (4.9)) re
correrán luego variedades que serán o curvas racionales normales o 
bien variedades de mayor dimensión definidas en modo deter
minado por puntos carres(pbndientes de dichas curvas, como, 
indican las fórmulas (4,8), (4.9). 

forma algo distinta, pero se reduce a la anterior observando que la función 
de Btolz está ligada con la F, por 

rl 

y teniendo en cuenta, además, que 

•j de una manera general 

U=:r(r-l)...(r-*+l)í-,.. 

La fórmula (4.9) se encuentra también, en forma más o menos modifi
cada en F. ENBIQDZS, Tecnia geométrica delle eqiuaioni e áelXe fwaioni al-
gehrielte, vol. n , libro IV, cap. 3 7 en A. U A I O B U S I , Sulla deñvaaione di 
oráine mperiore delle funñoni oomposte, Bollettino della ünione Matemática 
Italiana, afio XTV, 1935, p. 10. £n este último trabajo, en el que se tratan 
cuestiones mucho más generales, hay extensa bibliografia. 



— 16 — 

El número de los puntos (5. 2) es 

ellos determinan luego un espacio de dimensión 

(p+l)(p+2) p(p+3) 
2 2 

Por otra parte, la totalidad de los [p]-osculadores considera
dos dependiendo de p parámetros Vj^, es un sistema oop de espa
cios de p dimensiones, luego una variedad de dimensión 2p. 
Concluimos: 

La variedad de puntos generada por los [p]-osculadores a las 
curvas de una superficie por im punto no-singular .de ella;^ su
puesta la superficie sumergida en un espacio ¡de 'diinen\ión 
bastante elevada, es una V2p sumergida en un espacio de di
mensión -̂ -̂ -̂r—— . 

2 
Nos convendrá también considerar, con mayor generali

dad las variedades parciales constituidas por los [p]-oscuIadores 
que pasan, por el mismo [r]-oscuIador fijo. Represse^itaremos 
estas variedades por el símbolo W{p, r ) ; la V^p del anterior teo-, 
rema es pues la W (p, 0) ; y representaremos por S (p, r) su 
espacio ambiente (*) y por o{p,r) la dimensión de éste; en 
el párrafo anterior vimos que 

<P.0) = '-^.. (5.3) 

La W{p,r) está constituida por un sistema oop-r de [p]; 
por lo tanto tiene dimensión 2p — r. 

Se calcula también fácilmente la dimensión a{p, 1) que es 
el número de los coeficientes FJ' que aparecen en las dx/du' 
para l-¿p; esto es el número de los pares r,k tales que 

r + k¿p, k¿r, r>l, 

(*) Este símbolo usa £. BOUPIANI, Sopra átoune estensioim dei teoremi 
di Mcvmter e 3i Eulero, Atti E. Accad. Scienze Torino, voL 48, 1913. 
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resultando 

«(p. l )=ent[^](*) (5.4) 

Para determinar el número o(p,r) para valores de r'^2 
puede servir, en principio, una consideración análoga; pei-o se 
4ebe observar que, en este caso, combinaciones lineales de la 
liorma 

a F í ; c , + P í ' * ; ; c ¡ , + . . . (5.5); 

donde' c^, c¡,... representan monomios formados por las v^^ con 
X ^ r deben contarse como un punto único aunque comprenden 
varias F. S{p,r) es entonces el espacio .determinado por jS(p—l,r) 
y por tales combinaciones lineales que aparecen en la expre
sión (4.9) de dPx/duP sin haber aparecido en las expresiones 
análogas de'las derivadas d'x/du' para í < p — 1 . La diferen
cia a(p, r) — o(p —l, r ) es el número de estas combinaciones 
lineales nuevas. Para evitar confusiones en los símbolos escri
bamos nuevamente la (4.9) cambiando la letra r por s, en-
cuanto ab,ora la r ha cambiado de significado; tenemos pues 

^ - ^ ^ - . f / < ' < - (5.6) 

donde los C^̂ ,x, ...¡k son coeficientes numéricos que aquí no in
teresa puntualizar; los índices están sometidos a las condiciones 

X,>2, s + k<p. k¿s 

£9i = k. 2:p¡\=p + k-s. (5.7) 

Los términos de (5. 6) se separan en dos clases: 

1°: s + k = p. 2°: s + k<p. 

(*) £n teoría de números se indica con [n] la parte entera del número 
n; habiendo utilizada la notación de Scliubert para representar espacios, an
teponemos el signo ent para distinguir c«te significado aritmético. 
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En el caso 1°, sustituyendo s^=p — k en la segunda (5. 7) se 
obtiene 

que, con la primera (5.7) da \ = 2; siendo por hipótesis r>2, 
todos estos términos se reúnen luego en una sola combinación 
lineal (6. 6), ciertamente diferente de todas las que se han pre-
sentado para valores menores de p. 

En el caso 2°, a cada término de (5.6) corresponde uno 
con el mismo factor FJ' en la dp~^x/duP~^, que difiere sin em
bargo de él por el hecho que una de las X,- tiene valor menor en 
una unidad y por un eventual cambio en el coeficiente C^^.x,...»* 
del cual nos vamos a ocupar después. Nótese que, al decir que 
una de las X¡ disminuye en 1, debe entenderse que, si fuera el 

correspondiente p , > l , quedaría todavía el factor v^'~ , efec
tuándose el cambio de índice en uno sólo de los factores de la 
potencia. Debe notarse también que la correspondencia entre tér
minos de (5. 6) y de dp^^x/dwr^ no es biunívoca, por cuanto la 
reducción del índice puede operarse sobre un factor cualquiera 
con X > 2 y reciprocamente al pasar de la derivada menor a la 
mayor puede aumentarse en una unidad el índice de cualquier v^ 
que sea factor de ese término. Pero este particular no va a in
fluenciar el razonamiento que sigue. 

Distingamos ahora los términos considerados según tengan en 
factor algima U)̂  con Xgr - | -2 o tengan en factoru^j y Vy^ de 
índice ¿ r o bien tengan únicamente estos últimos factores. 

La última clase de términos no tiene interés porque se agre
ga a los términos provenientes.de la hipótesis 1° por definir un 
pimto que no varía al variar la v-^ de índice > r . 

Cada producto de factores v^ con X > r + 1 define por opues
to un grupo de términos que definen un punto de S{p, r) distinto 
de ese primero. Si en tal producto existe un factor cuyo índice X 
sea > r + 2, disminuyendo en una unidad este X se obtiene un 
grupo de términos análogo referente a S(p — 1, /•); y el correspon
diente desplazamiento en los exponentes p¿ produce sólo la multi
plicación de todos los coeficientes C^.x,...sfc por un mismo factor. 
Por cuanto puede operarse el paso inverso de los términos 
referentes a S (p—l , r ) conteniendo un factor «x ""* ^ S ' · + l 
a términos referentes a S{p, r) con un factor «x, X > r -|- 2, se 

provenientes.de
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sigue que los puntos asi definidos como pertenecientes a S(p, r) ya 
pertenecen a S(p — l , r ) . 

QiiedaTi luego por considerar sólo los términos de (5. 6) en 
los cuales existe algún factor v^i y además sólo factores de ín
dice menor. Agrupamos todos los términos en los que aparece 
una misma potencia de v^^: sea v^^^; tendremos de ellos un 

r grupo de términos referentes a S(p — 1, r) en los cuales aparece 
"̂ e'íiPi multiplicado por factores dependientes de índices \¿r; pero 
en^ las-agresión análoga a (5. 6) para dl>-^x/duP~^ aparece nece
sariamente entre.los multiplicadores de «?+} un término-r TTT 

í'^_(p_i)r_i que no puede provenir del multiplicador de vP^i 
en (6. 6), pues los térmicos de esta procedencia contienen el fac
tor v^. Se sigue que el grupo de términos considerado define un 
punto de S(p,r) no existente en S(p — l , r ) . 

El factor v,.^ se encuentra en los términos de (6.6) con 
los exponentes 

1,2. ...,ent[;;^]=, 
r+lJ 

Inferimos luego que 

a{p,r) — o{p — l,r)=v + l. (5.8) 
Sea 

H = p — (r + l)v; 
será 

ent ——• I = V para O g x g fi 

ent ——• = V — i para n + i ( r + l ) — r á x g f i - t - i ( r + l ) 

£ = l , 2 , . . . , v - l . 

Por tanto, utilizando (5. 8) como fórmula recurrente, ̂  se tiene 

°{P- r) - °{r. r) = ( M + I ) ( V + 1 ) 

+ (r+l) (v+(v-l) + (v-2) + . . . + 2) 

-(.+l)(v+l) + ( r + l ) ( ^ ^ ± ^ . 



Por otra parte 

luego, finalmente 
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<s(r,r)=r; 

, (v+2)(v- l ) 
<P. r) = (H+1) (v+1) + (r+1) '-^ '- + r 

^(v+l)(p+H+2) ^ 
2 

Aunque en el razonamiento se han excluido los casos r = 0,1.. 
se nota por el cálculo directo y comparando con (5.8) y (5.4), 
que la fórmula queda válida también para estos Cftsos. 

Tenemos así el teorema general (*): \ 
La dimensión de los espacios S(p,r) se expresa por 

siendo 

^ ^ e n t j ^ J . n = p - ( r + l ) v . 

(*) £ste resultado se encuentra sin demostración en MENOEL^ The dimen
sionant;/ of a certain linear epace in the Projective DifferentUU Oeometry of 
a varieiy in Syperspacffj Bulletin of tbe American Mathematical Societ^, TOI. 
36, (1930), pág. 219. Ver también. LAÑE, A Ireatíae of Projective Differen-
íioí Geometry, Chicago 1942, pág. 399. 



§ 2. ALGUNOS TEOREMAS PRELIMINARES 

6"." UNA PÓBMDLA GENERAL. — En un espacio de dimensión bas
tante elevada consideremos dos series oo!"- de variedades (fp'}, 
{Vç'} de los órdenes respectivos t, s, estando cada serie en oorrespoa-' 
dencia biunivoca y algebraica (proyectiva) con mi mismo pará
metro u. Las dos series llenarán dos variedades respectivamente 
W''fj^i, Z'q^i. Supongamos que para un punto genérico de W''^^^ 
pasan precisamente n varie;dades l/p' y para un punto de ZP^^ 
pasan v variedades V^. Finalmente supondremos, por simplici
dad que los espacios ambientes de W^p^^ y Z''q^ son indepen
dientes, de manera que si n y x son sus dimensiones respectivas 
el sistema total considerado está contenido en un [ i+x+l ] . 

Consideremos ahora la variedad constituida por el sistema de 
todas las rectas que unen puntos de una t/^' y una V,' corres-. 
pondientes al mismo valor del parámetro u; será ima T^.^.^s 
contenida en dicho [ i + x + l ] . de la cual nos propojiemos deter
minar el orden p. 

Notemos que dos generatrices de T no pueden cortarse fuera 
de W^piji o Z'q^i; en efecto, en la hipótesis contraria se ten
drían dos pares de puntos respectivamente de W''^^ y Z",^! so
bre un plano el cual contendría luego im punto común a los.espa
cios ambientes de dichas variedades, contra las hipótesis anterio
res. También se nota que los ptmtos de apoyo de ,una generatriz 
genérica de T^^.^^ sobre W'p+i y Z'^-n determinan vinívocamente 
un par de Up*, Vq' correspondientes y por lo tanto un valor del 
parámetro u; en efecto, el primero de estos puntos sobre W^t i 
pertenece, por. hipótesis, a un número finito, fx, de Up*, a las 
cuales corresponden igual número de V^, de las que a lo menos 
una pasa por el segundo punto de apoyo. Los puntos de inter
sección de estas Vq' —que podrían también no existir— consti
tuyen en todo caso una variedad de dimensión ¿ ç — 1, por cuya 
razón, si la generatriz es genérica será una sola la Vq' por dicho 
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punto. Con mayor precisión, si'del punto considerado de W''p^i 
se proyectan esos eventuales puntos de intersección, se obtiene una 
variedad de dimensión < g (contenida en T'Pptírfí)' y ^ variar 
luego el punto sobre Wp+i se genera una variedad de dimensión 
á P + 9+l í que podría también no existir y que llamaremos R. 

Para determinar el orden de TP^^^^J vamos a oontar el nú
mero de sus puntos de intersección con un [n + X ~ p —9 —1] 
g€inérico del [ t + X + 1] ambiente; podrá siempre elegirse este 
[TI + X — P — 9 — 1] de manera que no tenga puntos comunes con 
R, ni con VF'p^i, ni con Z'qj^; en estas condiciones cada uno de 
sus puntos de intersección con T determina, por la generatriz que 
lo contiene, uñ valor del parámetro u. 

Observamos ahora que proyectando de ese [t + X — P — 9 — 1] 
la í/p' que corresponde a un valor arbitrario de u, sea u^, se ob
tiene una variedad cónica de dimensión it + x — 9 y orden í. 
que cortará ZOq^^ en at puntos, para los cuales pasan eív varie
dades Vq> determinando igual número de valores Uj de u. CJno 
de estos será u^ siempre y sólo cuando u^ corresponda, por lo 
dicho, a im punto de intersección del [t + X — P — 9 — 1] con T. 
Si se repite el razonaniiento partiendo de un valor Uj y de la Vq' 
correspondiente se determinarán ts\>. valores de u^. 

La correspondencia entre los u^ y los «g es luego una (oív; 
TSfi) y tiene OÍV-J-TSU coincidencias. Resulta 

p = aív -f- TSfi. 

Podemos ahora eliminar la hipótesis de que los espacios de 
• H '̂'o+i y ^"q+i sean independientes, observando _que si, en la 
ooptraria hipótesis, los dos espacios se cortan según un [&] y 
están luego contenidos en un [ i + X — &]> eligiendo jotro [&J sin 
puntos comimes con este espacio, podrán las dos variedades 
W y Z considerarse como proyecciones desde este [&] de otras 
W' y Z', proyectivamente idénticas a las dadas respectivamente., 
más contenidas en espacios [n] y [x] independientes. Si enton
ces se considera la variedad T' de 'las rectas que unen puntos 
de variedades correspondientes í/' y V, proyecciones de las V 
y V dadas sobre TV y Z' y luego se proyecta nuevamente todo 
el sistema Sobre vel primer [n + x — &], desde ese [&] tomado co
mo centro de proyección, la variedad proyección de T' será la 
TPp+ç^g; en lai proyiecición todos los números ;anteriores se con-
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servan, con la púnica excepción que, si el centro de. proyección 
contiepe i puntos de T, el orden p disminuye en ( unidades.. 
Si este caso ocurre, igual número de pimtos en la proyección 
son al mismo íempto proyecciones de un punto de ima í/p' y 
uno de la Vq' correspondientes. Se tiene pues el teorema: 

Si. dos sistemas algebraicos ooi de variedades {I/}, {V"} de 
''•¿rdenes respectivos t y s en correspondencia homográfica llenan 
aV)s variedades W,Z de órdenes respectivos t y a, de manera que 
por itti-punto genérico de W-pasan fi xxiriedades U y por un pun
to genérico de Z pasan v variedades V {lo que puede expresarse de 
modo intuitivo diciertdo que W yZ son múltpiles, con multiplici
dades respectivas |i 3' v); si además W yZ tienen puntos comunes 
pertenecientes a i pares U, V correspondientes (teniendo en cuenta 
hs respectivas multiplicidades) el orden de la variedad reglada 
constituida por hs rectas que unen los puntos de los pares U,V 
correspondientes se expresa por 

p = oív + TSfi — i. (6 .1) 

Si en particular W y Z son curvas, y por consiguiente U 
y V puntos, será necesariamente í = s = n = v ^ l y la fórmula 
se simplifica en 

p = o + T—i. (6.2). 

7. ALGUNAS APLICACIONES DE LA FÓRMULA ANTEBIOE. — Como 

primera aplicación, vamos a determinar el orden de L· variedad 
generada por L·s [p]-oscuhdores de una curva racional normal 

Po + í P i + í^Pa + .-.-t-í-P™. (7.1) 

Procedemos por inducción considerando primero el orden de 
la desarrollable de las tangentes, que puede definirse como la su
perficie generada por las rectas que unen puntos correspondientes 
al mismo valor de í de la curva (7.1) y de la derivada (*) 

(*) Por comodidad expositiva esta derivada se ha calculado introduciendo 
en (7.1) una variable de homogeneidad, j derivando respecto de ella, la que 
después se puso nuevamente = 1; el procedimiento equivale evidentemente (por 
el teorema de Euler) a derivar respecto de t 7 tomar luego, en lugar de esta 
derivada inmediata, la curva (7.S) combinación lineal de ella 7 de la primi* 
tiva (7.1). 
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nPo + (n-l)tPi+{n-2)t¡'P^ + ... + tn-iP„_^. (7.2) 

Bastará aplicar la fórmula (6. 2) donde debe ponerse 

o = n , T = n — 1 ; 

las dos curvas tienen común el punto PQ y '^ tangente en él 
(cfr. n. 2) ; por lo tanto tendremos í > l , y la tangente común 
deja pensar en la posibilidad de i —2. Para decidir es necesario 
aplicar el procedimiento de proyección indicado en el n. anterior. 

Indicando con Q un punto fuera del espacio PQ, P J , . . . . P„, 
la curva 

(nPo + Q) + (n-l)tP^ + {n-2)Í^P, + ... (7.3) 

es una proyección de (7.2), y se ve fácilmente que no tiene 
puntos comunes con (7.1); la reglada definida por los puntod 
de las curvas (7.1), (7.3) correspondientes al mismo valor de 
t contiene la recta 

\Pg + (nPo + Q) = (X + n)P, + Q 

que pasa por Q y la recta infinitamente próxima 

X(Po + ^Pi) + {nPo + Q + (n-l)^Pi) = iX + n)Po + 

(X + „ _ I ) T P I + Ç, 

donde T es un infinitésimo que permite despreciar las potencias 
> 1 ; esta recta no pasa por Q; se sigue que, al proy;ectar des
de Q el sistema formado por (7.1), (7.3) y la reglada que las 
une, el punto PQ común a (7.1), (7. 2) representa una sola ge
neratriz. Obtenemos por tanto el orden 

n + ( n - l ) - l = 2 ( n - l ) . 

Para obtener ahora la variedad de los [2]-osculadores a (7.1) 
deberán considerarse los planos que unen elementos correspon
dientes de la reglada 

(/i + n)Po + (|L. + n - l ) < P i + (M + n - 2 ) < » P 2 + . . . (7.4) 
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y de la curva segunda derivada 

n (n -1) Po_+ ( n - l ) (71-2) t P^ + (n -2 ) (n-3) í» P j + . . . ; (7. 5) 

deberá ponerse en (6.1) 

8 = 2(ra—1), T = (n—2), í = v = s = ti = l ; 

para determinar i deberá repetirse el razonamiento anterior susti
tuyendo a (7¡ 5) la proyección 

(n (n -1 ) Po + Q) + ( n -1 ) {n-2) tP^ + ... 

y se notará que pasan por Q el plano 

^(l^+n)Po + (n{n-l)Po + Q) 

y el infinitamente próximo 

\{^^+n)Po + \{v^+n-l)•cP^ 

+ ( n ( n - l ) P o + Q) + ( n - l ) ( n - 2 ) T P , ; 

pero no el sucesivo; se tendrá luego i = 2 

p = 2 ( n - 1 ) + ( n - 2 ) - 2 = 3 (n -2 ) . 

El razonamiento prosigue evidentemente por inducción obte
niéndose para los [p]-osculadores la fórmula general 

p = ( n - p ) ( p + l ) . (7.6): 

Es decir: el orden de la variedad generada por los [p]-oscula-
dores de ía curua racional normal de orden n está dado por (7.6). 

Hay que observar que si p = n — 1 , la variedad de los 
[n—l]-osçuIadores llena el [n] ambiente de la curva; entonces el 
número p = n representa el número de [n — l]-osculadores que 
pasan por un pimto, o sea, la multiplicidad del [n] ambiente. 

8. Apliquemos ahora los resultados de los nos. 6 y 7 a re
solver este otro problema: se tienen dos curvas racionales norma-
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les Cj, Cj de órdenes «i y n2 y contenidas en espacios [ri]], [wj] 
independientes (o, por lo menos, suponemos que las dos curvas 
no tienen puntos comunes); suponemos establecida una corres
pondencia proyectiva entre las dos curvas y correlativamente una 
entre los [pj^j-osculadores a Cj y los [p2]-osculadores a Cj, sien
do correspondientes los espacios osculadores en puntos corresp.on-
dientes; se trata de determinar el orden de la variedad de los 
[P1 + P2 + I] determinados por estos espacios císrresppndientes. 

Bastará aplicar (6.1) con i = 0 , t=s = n = v = l y dando a 
o y T los valores que correspolnden por (7. 6). Se obtiene 

P = (" i -P i ) (Pi + 1 ) + (n2-P2) (P2 + !)• (8-1) 

Supongamos ahora que el problema análogo se ponga con
siderando im número cualquiera de curvas racionales normales 
en espacios independientes, de los órdenes n^, n¡, ..., n^y las\va
riedades respectivamente de los [p¿]-osculadores (i = l , 2 , . . .,/•) a 
los mismos puestos en correspondencia proyectiva; y supongamos 
que se pida el orden p de Ja variedad de los [.^p, + r - ^ l ] determi
nados por estos [p¡] correspondientes. Procediendo por inducción 
como en el n. 7 se obtiene 

p = £(n¡-p,){p¡ + l). (8.2) 
í - i 

Se puede, por tanto, enunciar el teorema: 
Sean r curvas racionales normales de órdenes respectivos 

ni,n¡,.. .,n^ referidas entre si proyectivaniente. Consideremos en 
puntos homólogos los espacios osculadores de órdenes p^, p^, ..., 
p,. {pi < n,) respectivamente y supongamos que estos espacios os
culadores no tengan entre sí panto común. En estas condiciones 
los espacios lineales de dimensión 2!p¡+r — ldeterminados co
mo suma de cada grupo de espacios osculadores homólogos, des
cribirán una variedad de dimensión 2 Pi-\-r y de orden dado 
por (8.2). 

Ejemplos. 1°. Supongamos una cúbica racional normal Cj 
y una cónica C^ cuyos espacios ambientes no ten;gan punto común 
y entre cuyos puntos exista una correspondencia proyectiva. Con
sideremos los planos determinados por cada tangente de C3 y 
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el punto homólogo de Cj. El lugar geométrico descrito por 
todos estos planos será una V^ cuyo orden se puede calcular por 
la fórmula-(8.2) poniendo ni = 3, Pi = l, «2 = 2, P2 = 0. Re
sulta qup dicho orden es 6. 

2°. Consideremos en cambio la V^ engendrada por los pla-
,nos determinados por las tangentes de Cj y los puntos homólo
gos, de C¡, será Hi = 2, Pi = l , «2 = 3, P2='0 y el orden de di
cha''7''^ será igual a 5. 



§ 3. VARIEDADES ENGENDRADAS POR LOS [2] Y [3] -
OSCULADORES EN UN PUNTO A LAS CURVAS DE 

UNA SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO 

Las variedades descritas por los [2] y [3]-osculadores a las 
curvas de una superficie que pasan por un punto han sido ya 
estudiadas, respectivamente, por Del Pezzo (*) y C. Segre (**). 

Sin embargo vamos a obtener de nuevo los resultado^ de 
estos autores utilizando nuestras notaciones, para que sirvai) de 
ejemplo e introducción de la marcha qpe vamos a seguir en\ los 
casos sucesivos. Al mismo tiempo estudiaremos algunos cabos 
de dege¡neración que no fueron considerados por jlos aulbrcs 
meincio{nados. 

9. VARIEDAD ENGENDRADA POR LOS [2] OSCULADOBES A LAS CUR

VAS DE UNA SUPERFICIE, EN UN PUNTO COMÚN.— Según lo dicho en 
el n.° 4 y según (4.8), la variedad engendrada por todos los 
planos osculadores en el punto x a las curvas de una superficie 
x = x(u, u) que pasan por el mismo, es la veu-iedad determinada 
por los tres puntos 

I: X, 11: x, + x,v^, lU: F^ + F^^v^, (9.1) 

él variar Uj y Uj a todos los valores posibles. 
Fijando primeramente û  y haciendo variar V2, o sea, consi

derando únicamente las curvas de la superficie con una misma 
tangente fija, los puntos I y II se mantienen fijos y el III 
describe la recta que une loa puntos F¡, y F^i. Por tanto los pla-

(*) DEL PEBZO, Sugli spasi tangenti ad una superficie o ad una varietd 
immersa tn uno aponio di pin dimemioni, B. A. Napoli, XZV, 1886, pig. 176. 
Ver también LANS, loe. cit., pág. 392. 

(**) C. SEOBE, SU una classe di superficie degl'iperspaeii légate coUe equa-
zioni linean alie derivate pareiali di gf ordine, Accad. Beale Se. Tormo, TOL 
XLII, 1907. Ver también LAÑE, loe. cit. pág. 397. 
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nos osculadores describirán un haz cuyo eje es la recta determi
nada por los puntos I y II, o sea, llenarán un [3]. Este [3] 
será el S(2,1); (n.° 5). 

Como, según (4.4), es F¡}- = x„ y el punto III para v¿=<x 
coincide ,oo|n el F^i, el S(2,1) anterior juede considerarse defi-

"nido^por los puntos 
\ 

^^, . : X, II„: x„, III„: x„, IV„: F,. (9.2) 

Los tres primeros determinan un plano fijo (el plano tangente a 
la superficie en el punto x considerado) y el último punto 

P2 = =^au+2x,^V,+X,„Vj,^ (9 .3) 

al variar v^ describe una cónica contenida en el plano determinado 
por los puntos x^^, x„„, x„„. Por tanto (*): 

La rxtrièdad engendrada por los planos osculadores en un 
panto a las curvas de una superficie que pasan por el mismo, es 
él cono de 2°. orden y dimensión 4 que desde el plano tangente 
proyecta los puntos de la cónica (9.3). 

10. CASOS DE DEQENERACIÓN.— El cono V^^ anterior puede 

degenerar en dos casos: 
a) Cuando el plano de la cónica: (9. 3) tenga punto común 

con el plano tangente a la superficie. Si estos planos únicamente 
tienen un punto común, ellos determinan un [4] que debe conte
ner a la variedad de los planos osculadores, la cual, siendo de 
dimensión 4, degenerará en este [4]. En este caso, los puntos 
X, Xu, x„, »„„,»„», x„i„ por estar contenidos en un [4], no son 
independientes y existe por tanto una relación de la forma 

Ax + Bxu -I- Cx„ + Dx„„ + £x„„ + Fx„„ = 0. (10.1) 

Para todos los puntos x(u,v) de la superficie para los que 

(*) Esta variedad fué estudiada por primera vez por DEL PEZZO, loe. cit. 
Ver.también LAKE, loe. cit., pUg. 392. Mas generalmente, la variedad engen
drada por los planos osculadores en un punto a las curras de una variedad 
de dimensién m, es un cono de dimensión 2m 7 orden 2™-lYer LAÑE, loe. 
cit. pig. 403. 
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se cumpla una relación de la forma (10.1), el cono cuádrico da 
los planos osculadores a las curvas que pasan por ellos, degenera 
en un [4] (*). 

Si el plano tangente y el de la cónica (9.3) tienen una recta 
común, los dos planos determinan un [3] en el cual degenera la 
variedad de los planos osculadores. Para que esto ocurra es 
necesario y suficiente que se cumplan dos relaciones de la for
ma (10.1). 

b) Cuando la cónica (9.3) degenera en una recta. Entonces 
la variedad de los planos osculadores se reduce al [4] determi
nado por el plano tangente y esta recta. Para que la cónica 
(9. 3) se reduzca a una recta, como »„„, a;„„ son dos puntos de la 
cónica (correspondientes a v^ = 0, Uj=oo) y x„„ es el punto de 
intersección de las tangentes en ellos, bastará que exista una re
lación de la forma \ 

\ 
Aa;„„ + Ba;„„ + Cx„„ = 0. (10.2) 

11. VARIEDAD DE LOS [3] -OSCULADOBES A LAS CURVAS DE UNA 

SUPERFICIE EN UN PUNTO. — Según el n°. 4 y (4.8) el [3]-oscula-
dor en el piínto x a una curva de la superficie x=x(u,v) está 
determinado por los cuatro puntos 

I: X, I I : F „ III: F^ + F^^V;,. IV: F^ + SF^^v. + F^iv^. 
(11.1) 

Al variar Vj, v^, v^ entre todos los valores posibles, o sea. 
al considerar todas las curvas de la superficie que pasan por el 
mismo punto x, el [3] determinado por los puntos (11.1) descri
birá la variedad 1^(3,0) de dimensión 6 que es la. que quere
mos estudiar. 

Supongamos primero que % y «̂  permanecen fijos y ha
gamos variar Uj. El punto describirá una recta, mientras el 
plano de los puntos I, II, III permanece fijo. Por tanto: h va
riedad W(3,2) descrita por los [3]-oscuWores en un punto a 
todas las curvas de una superficie que pasan por el mismo y 

(*) -C. SEOBS, loe. cit., ha estudiado las superficies tales que para todos 
sus puntos se verifica la ielaci¿n (10.1). 
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tienen en él un plano osculador común, es un [4], que coincide 
con el S(3.2) (n.o 5). 1 

Veamos ahora la variedad descrita por estos S(3,2) al variar 
«2, quedando fijo todavía v^. Gomo la recta descrita por el punto 
IV al variar Uj pasa por el punto F^^ (correspondiente a «3=00) 
para cualquier valor de «2, cada S(3,2) puede venir determinado 
ñor los 5 pimtos: 

I„: X. II„: F„ III„: F,\ IV,: F„ \ : F,+3F^^v^. (11.2) 

Al variar t)j, manteniendo fijo v^, los 4 primeros puntos 
(11.^2) se conservan fijos, mientras el punto V^ describe la recta 
que une el punto Fg con el F¡^. Por tanto: 

La variedad W(3,1) descrita por los [d]-osculadores en un 
punto a las curvas de una superficie que tienen en él una misma 
tangente, es un [5], que coincide, en consecuencia, con el S(S, 1). 

Como este [5] contiene el punto F¡^, en lugar de los puntos 
(11.2) se puede también definir por 

I^: X, II¡,: Fi, I I I j : F^K 

IVt: Fji. V^: F^, VIj : F,. (11.3) 

Veamos ahora la variedad descrita por estos [5] al variar Vj^. 
Como F^i = x„, Fĵ  = a;„ + s„Ui, en lugar de los puntos (11.3) 
pueden tomarse también 

I^: X, 11 .̂: x,„ III,.: z„, 

IV,: F^i, V,: Fs, VI„: F,. (11.4) 

Al variar v^, los 3 primeros permanecen fijos y determinan 
el plano tangente a la superficie en el punto x considerado. El 
punto Fj describe la cónica (*) 

F2(i;i) = x„„ + 2x„„ Uj + x„„ UjS (11. 5) 

(*) Obfléi'veae, de una mauera general, que por ser, según (4.5), í'^' igual 

salvo un factor constante a la derivada -—^ , el punto Frf está sobre el 

espacio [t] osculador a la curva descrita por el punto 7^ al variar Vi. 
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y F^ es un panto situado sobre la tangente a la misma en el 
punto correspondiente a cada valor Ui(*). 

El punto F¡ describe la cúbica 

F3(ui)=x„„„+3x„^ui + 3a;„„„«i«+x^„ui8. . (11.6) 

Por tanto, para cada valor de v^, los 3 últimos puntos de 
(11. 4) determinan el plano que contiene la tangente a la cónica 
(11.5) y el punto correspondiente al núsmo valor de Ui de- la 
cúbica (11.6). Al variar i>i, según el teorema del n". 8 (ejemplo 
2°.), este plano describirá ima ^3^. 

Teniendo en cuenta los resultados generales del n°. 5 se 
puede por tanto enunciar: 

La variedad W{Z,0) descrita por los [3]-os<!uWores en un 
punto a ¡as curvas de una superficie que pasan por el mismo es 
una Vg^ contenida en un [9]. Esta variedad coincide con la des
crita por los espacios S{3,1) al variar la tangente (**). 

Según lo dicho, esta Vg^ es el cono obtenido proyectando 
desde el plano tangente como vértice, la V^^ engendrada por los 
planos determinados por las tangentes a la cónica (11.5) y los 
puntos homólogos de la cúbica (11.6). 

Puede ser interesante observar que la Fg° mencionada tiene 
como puntos dobles todos los puntos del plano de la cónica 
F^ivi) (11.5). En efecto, proyectemos la Fj* desde un punto 
cualquiera de dicho plano sobre un hiperplano; F¡(V]) se pro
yectará según otra cúbica •F'3*(«i) y el plano de FiÇV]) según 
una recta; la V¡^ se proyecta por tanto según la variedad obtenida 
proyectando desde esta recta los puntos de F^*(vi), o sea es una 

(*) En lo sucesivo indicaremos simplemente con FJ* el ponto genérico 
definida por esta expresión, j por F (o,) la curra descrita por este punto 
al variar Vi. 

(**) Como ya dijimos este resultado se encuentra en C. SEQBE, loe. cit. Ver 
también, LANK, loe. cit. p.'ig. 397. Si en lugar de una superficie se considera 
una variedad de dimensión m, la variedad engendrada por los [3 ]— oscula-
dores a las curvas de la misma que pasan por un punto es de dimensión 3in 
y de orden 

Ic-i \ m—1 / k-

Ver E. BOMPIANí, loe. cit. pág. 7. 
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VgS. Puesto que el orden ha disminuido en dos unidades,, el 
centro de proyección es doble para-Vj*. 

En'consecuencia la W{B,0) tendrá como doble el [5] que 
desde el plano: tangente proyecta el plano de la cónica I^JC'^I): 

'.este [6] es el espacio anlbicínte del cono W(2,0). Por un cambio 
' de parámetros u,v, cambia el plano de \la c&iica ^2(^1), que

dando empero/siempre dentro de ese [6] | se realiza así la'ñece' 
' sikria invariancia respecto tm cambio de parámetros, de las con-
:' clúsionés geométa îcas. 

':,..-p.̂ . CASOS pE pEOENjaî cióN DE LA VASIE^AD DE LOS [3] -oscu-
' Lipps^ A LAS cv^yAs DE uiTA sjjPEEPiciB POB UN PONTO. — Hare-

n)os ipd^yjia vw^ çApújA reseña de los posibles casos de ;degenera-
ción, isobre la cttĉ  podrá amoldarse ,el problema análogo para las 
variedades osculadoras dé mayor dimensión sin que tengamos 

. q .̂;.de^eo<ernos, mayormente al tratar de estas variedades supe-
rlpjT̂ s. ,.i 

..,\ Diébe notarse que m todos los casos las variedades que estu
diamos. qued ĵu debidas: por .asignar cierta correspondencia entre 
puntos,idecuryas radonales normales. Observando que tales cur
vas definen autoináticanaente la dimensión del espacio que las 
-̂ 0̂ 0111696. y que ,por vm.a transformacíión proyectiva de ese espacio 
dos .curvas.Jçadonales norinales ,de igual grado se .cambian una en 
la o.tra .llevándose a .coinddir los puntos correspondientes en una 
xelación proyectiva cualqiiieî a previamente establedda entre ellas, 
resulta que.la .degeneració^ pnede ocurrir solamente por efecto 
de:,imA,reducción,de l̂ ;dÍD!iensión de los espacios considsrados, 
p.0(r efecjto de dependencias lineiales ,ei;tre los puntos definidos por 
las derivadas parciales sucesivas del punto'x respecto de los pará-
metrpsv,ji, t;. JEb evî en^e que î ês ^ventuijes dependencias linéales 
.se conservan por un cainbio de parámetros. 

En seguida se deben distinguir dos casos según que la dege-
ración )ya se manifieste en la W(2,0), o bien sea esta ncH'mal. 

1°. Se sabe que la W(2,0) degenera en un [4] por el plano 
tangente cuando la Fi{V]) se reduce a una recta. Si la F^{vi) no 
presenta degeneración, la 1^(3,0) se reduce a la proyección de 
esta Fg(t)i) desde dicho [4]; es por lo tanto ima Vg^ contenida 
•en un [8]. 

2°'. Si la W(2,0) no es degenerada, una distindón es todavía 
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necesaria,;según que: a) F^ivi) no tiene puntos comunes con la 
/"¡(ui); b) Fiivj) tiene puntos comunes con F^Çvj); c) F^{u^) 
es degenerada en una curva plana. 

a) En este caso'no se presenta otra novedad que una reduc
ción de la dimensión del espacio ambiente de la W(3,0) en una. 
dos o tres imidadeg. 

b) Si puntos comunes a F¡(V]) y FiiV]) corresponden al mis
mo valor de v^, en la aplicación de la fórmula (6: 2) aparece un 
valor de £>0, implicando una reducción del lorden de W(3,0). 
Tal reducción no producen al contrario eventuales puntos comunes 
que corresponden, para las dos curvas, a valores distintos de v¡^, 
presentándose entonces solamente la formación de puntos múlti
ples de W(3,0). En el primer caso el valor de v^ que caracte
riza el punto común define una dirección tal que las curvas de la 
superficie tangentes a ellas tienen plano osculador con contacto 
más elevado (cuadripunto). \ 

c) La degeneración de la FsC^i) puede ocurrir simplemente-
porque ¡ésta se cambie en una cúbica .plana o porque la curva 
reduzca el orden. En el primer caso ,S8 producé en general sólo 
una singularidad en la W{3,0) debida al punto doble de la cú
bica. El segundo caso se produce porque, al expresar las x^t, 
a;„i„, x„„>. —• como combinaciones lineales de tres puntos del 
plano de la'curva, se separa en los coeficientes un factor común 
función lineal dé v¡^ (en caso de ser O todas las coordenadas de x„, 
debería considerarse tal el factor Uĵ  — oo). El orden deducido dfr 
la aplicación de (6.1) se reduce en una unidad (salvo ma^pr 
particularización), pero se presenta una particularidad análoga a 
la última observada en b) para todas las curvas tangentes a la 
dirección que corresponde al valor de v^ que anula el factor alu
dido. 

No consideramos interesante entrar en mayores detalles. 



§ 4. VARIEDAD ENGENDRADA POR LOS [4] - OSCULA-
DORES EN UN. PUNTO A LAS CURVAS DE UNA 

SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO 

13. VARIEDAD DE LOS [4] - OSCULADOBES. —El [4]-osculador en 

el punto X a la curva definida por la función v=v(u), contenida 
en la superficie x = x{u,v), vimos en el n°. 2 que es el detenni-
nado por los puntos 

I : X, 

I I : F,. 
lll: F^ + F,^v^. (13.1) 

IV: F3 + 3F2i«2 + Fiit>3, 

V: F , + 6F3I Vi + SFjS u,2 + 4F2IÜ3 + F,i V,. 

Queremos estudiar las variedades W(4, i) (n. 4) descritas por 
estos [4]-oscuIadores al considerar todas las curvas de la superfi
cie que pasan por el punto x. 

Si «1, «2, «3 permanecen fijos y se hace variar v^, los espa
cios (13.1) describen el [5] determinado por los 4 primeros 
puntos de (13.1) y la recta que describe el ¡punto V al variar 
1)4. Este [5] es el S(4,3) que coincide con la variedad W{4,3). 

Esté S(4,3), puesto qae contiene el punto Fj} (correspon
diente a Vi=<x>), puede también determinarse por los pimtos 

Ifl: X, 

II„: F „ III„: F^i, 

IV,: F,. V„: F3 + 3F2I, (13.2) 

VI„: Fi + 6F3I Vi + 3Fs,« vgí + 4F„i v^. 

Manteniendo fijos v¡^, v¡ y haciendo V0riar Ü31 los puntos Iĵ , 
IIQ, . . . VQ permanecen fijos y el VI^ describe una recta. Por 
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I I j : F,. 

IV^: F„ 

VI^: F„ 

lUí,: f i S 
Vft: F,i, 
Vllft: Fi + 6F3ii;, + 3F/v .5 . 
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tanto los S(4,3) anteriores, al variar Vg, describen un [6]. Este 
[6] es el S(4,2) o W(4,2). 

Como el espacio lineal S(4,2) contiene el punto F¡^ (corres
pondiente a «3=00), puede considerarse determinado por los pun
tos 

(13.3) 

Manteniendo fijo v^ y haciendo variar v¡, los 6 primeros pun
tos de (13.3) permanecen fijos y el VIIj, describe una cónica. 
Por tanto: 

La variedad lí^(4,1), lugar de los [4]-osculadores en el punto 
X a las curvas de una superficie que tienen una tangente comwi, 
es el cono de 2°. orden obtenido proyectando desdi el [5] deter
minado por los 6 primeros puntos de (13.3), la cónica descrita 
por VII^(*). 

El plano de la cónica VII¿, mas el vértice [5], 'determinan 
un [8] en el cual está contenida la W(4,1). Este [8] es el S(4,1). 

Queda por estudiar la variedad W(4,0) dsscrita por los [6] 
determinados por los puptos (13.3), al variar «i y v,. 

Siendo F^ = »„ -|- x„ u ,̂ F^i = x„, en lugar de los puntos 
(13. 3) se pueden tomar los siguientes 

I,.: X, 11^: x,„ III„: a;,,, 

IV,: F, , V,: F^i, VI,: F3, (13.4) 

VII,: Fi + 6Fg^v. + 3F,^vJ. 

Al variar û  y u, los puntos I„ II,., III, permanecen fijos: 
sus combinaciones lineales llenan el plano tangente en x. Los pun
tos Fj , F^^, Fj determinan el plano -n^ que pasa por la tangente 
a la cónica F^^v^) eu el punto correspondiente al valor i'j del 
parámetro y por el punto homólogo de la cúbica Fg(v¡). Esta 
plano Ttj, al variar v^ describe uiia variedad -S^ de 3 dimensio
nes que ya vimos en n". 8, ejemplo 2°., que es de orden 5. El 

(*) Ver LAÑE, loe. cit. pAg. 399. 
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punto VII(., al variar v^ describe una cónica C^ que pasa por el 
punto Fi de la cuártica 

F,(vi) = ^ ( . ) T-T-rr^ V (13.5) 

y por el punto fijo F2^ = x„, de manera que las tangentes en 
estos dos puntos se cortan en el punto Fj^ perteneciente a la tan
gente a la cúbica ^3(^1) en el piuito correspondiente al mismo 
valor de Vj^. Al variar û  esta cónica C^ describirá una superficie 
2!o cuyo orden es fácil de hallar. Cortemos, en efecto, por un 
liiperplano que contenga el punto a;„„ y el [3] de la cúbica 
Pz{vj). Este hiperplano' cortará a F.Í(ÜI) en 4 puntos, por cada 
uno de los cuales pasa una cónica C^ totalmente conte
nida en el hiperplano, puesto que en él están los puntos s„„=F2* 
y F3I. Fuera de estas 4 cónicas el hiperplano y ^ 2 no pueden 
tener otro punto común, pues si fuera A uno de ellos, el plano 
de la cónica C^ que pasa por A tendría con el hiperplano los pun
tos comunes A, F¡^, F3I y por tanto toda la C^ estaría ^contenida 
en el hiperplano. Por tanto la sección do J í j con \m hiperplano 
de los considerados se compone de 4 cónicas, luego 2!« es de 
orden 8, o sea, es una V^^-

Para cada valor de v^ consideremos al cono cuádrico V^^ 
que desde el plano n^ proyecta la C^ correspondiente. Al variar 
i'i, este cono y^^ describirá una variedad Fj que, proyectada des
de el plano tangente nos dará la W(4,0) buscada. Para hallar 
el orden de esta V^ aplicaremos el teorema del n.° 6. En el caso 
actual la W^^^ es la ^ 2 y la Z '+i es l a - i \ . Por tanto es t—8, 
0 = 5, í = 2, s = l, fi = v = l . Hay que observar que .^1 y .2̂ 2 
tienen común el punto F2- = Xm, que, como todo punto del plano 
(le la cónica F, , vimos en el n°. 11, que es punto doble para ^i', 
además el plano t j que pasa por x„„ y la cónica C^ correspoji-
dieute son tangentes en el punto ii,„, puesto que la tangente a Cj 
es la recta que une x^„ con el punto de F3 correspondiente a v^ =:oo 
o sea con a;„„,,, recta contenida en Ttj. 

Por tanto, el punto s„^ hace que en el teorema del n". 6 
se deba tomar ¿ = 4 (dos unidades por ser x„.j doble y dos uni
dades por la tangencia). Luego el orden de la F5 mencionada^ 
aplicando (6.1), será igual a 14. 

Proyectando esta V5I* desde el plano tangente se tiene la 
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W(4,0). Por tanto, juntando con lo dicho en general en el a". 
5, se tiene: 

La variedad W(4,0), engendrada por todos hs [Ayoscula-
dores a hs cunxis de una superficie en un punta, es una variedad 
de dimensión 8 y orden lü contenida en un [14]. 

El orden de la V^ anterior puede determinarse por otro mé
todo. En efecto, si se corta por im hiperplano de S(4,0), bastará 
bailar el orden de la V^ que resulta como sección. Ckjrtemos por 
iin hiperplano H que contenga el [3] en el cual está contenida 
^3(1)1) y el plano de f 2(1)1) y corte al [4] que contiene a F^{v¡) 
según un [3]. Este hiperplano H cortará a í'i(vi) en 4 puntos y 
a ^2 según 4 cónicas. A estas cónicas corresponden 4 planos TI .̂ 
contenidos en H, desde los cuales proyectando las cónicas res
pectivas se obtienen 4 conos cuádricos, de dimensión 4, que for
man parte de la intersección. Resulta así, como primera parte 
de la intersección de H con V^ una variedad de orden 8. Falta 
ver la parte de la intersección que está contenida en el [6] deter
minado por el [3] de "̂3(1)1) y el plano de f 2(1)1), que hemos 
dicho pertenece a H. 

La Fg cuyo orden buscamos es el lugar de los [3] determina
dos por los puntos 

IV.: F j , V,: F / , VI,: F„ 
(13.6) 

VII,: F^ + eFaiDo + SFs^V 

al variar Uj y Uj, y se trata de determinar la parte de esta varie
dad contenida en el [6] determinado por el [3] de Fs(i>i) y el 
plano de F j . 

Suponiendo fijado en la (13.6) el valor de v¡^, se determina 
una V^^ componente de la V¡ considerada, cono cuádrico que pro
yecta del plano-vértice F2F2IF3 la cónica Vil , ; el [6] dicho 
corta el plano de Vil, según la recta F3I Fj^, tangente a la cónica 
en el punto Fg^. Se sigue que este [6] tiene en común con la 
V^^ el [3] FjFj iFg^Fj contado dos veces. Para obtener la inter
sección buscada bastará ahora hacer variar v^; F^F^'^-F^^ es el 
plano de la cónica F2(ui) y queda fijo. El [3] F^F^t-F^^F^ 
recorre luego la F4', cono cúbico que del plano-vértice F^F^^F^ 
proyecta la cúbica F3. Evidentemente este cono debe contarse dos 
veces en la intersección por ser tal cada [3] generador, y queda 
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en definitiva que ff corta-á V¡ según. una variedad.., compuesta 
de 4 conos cuádricos y uno cúbico doble, o sea de orden 8+6=14. 

14. AiapNAg PBOPIEDADES DE LA. VAlttEDAD W ( 4 , 0 ) . VamOS 

a obtener algunas propiedades de la W(4,0) relacionadas ccm las 
variedades que hemos visto servían para su determinación. Estas 
variedades, tales como las ^i y 2¡,oe\ plano de la cónica Fj(vt), 
no son evidentemente intrínsecas, de la W{4,Q), sino que dependen 
de los parámetros elegidos. Sin embargo,- debe recordarse que xut 
cambio de paràmetre» induce en las derivadas parciales de cada 
orden, una transformación proyectiva, más ima combinación li
neal con derivadas de orden inferior que puede interpretarse co-
jño proyección de los espacios lineales determinados por éstas. 
Puesto que la generación de Ias':W(p, ç) incluye siempre tales 
proyecciones, como ya tuvimos oportunidad de observar al es
tudiar la W(2,0) al final del n°. 11 y como lo van a demostrar 
las consideraciones, que siguen para la W(4,0), se teestablece 
por este camino la .necesaria independencia geométrica de la 
elección de los parámetros. 

1°. Los puntos del plano de la cónica Fjivi) son niúltipks 
de orden 6 para la ixiriedad V¡. 

Para ver el orden de multiplicidad de los puntos del plano' 
que contiene la cónica F^(V]), proyectemos la variedad Vj desdjs 
uno cualquiera de^ello^, sea el pu^ito z, sobre un.hiperplario. La 
cúbica F¡{Vi) se proyecta en otra cúbica Fi*{vi) y la cuártica 
Fi(vi) en otra cuártica Fj_*{vj); el plano que contiene Fa{Vj) 
s.e proyecta en una recta R. La variedad ^^ (ver n°. 13) se 
proyecta en la variedad . ¿ i* engendrada por los planos que des
de R proyectan los puntos de Fg*(tij). La superficie 2^ (n°. 
13) se proyecta en la superficie engendrada por cónicas Cj* (pro
yección de las cónicas Ci del no. 18) que se apoyan en F^*(yi) 
y que pasan por un punto fijo P de la recta R (punto proyec
ción del x„„) y cuyas tangentes en el punto P y en el punto co
mún con F4,*{vi) se cortan en los puntos de la cónica Fi^*(vi) 
proyección de la F¡''-{vj). 

Al proyectar desde im plano generador de ¿i* la cónica 
Ci* correspondiente, como la recta R y Cj* tienen el punto P 
común, la proyección es el [4] determinado por i?, el punto F¡* 
ds la cúbica Fs*(ui), el" punto Fji* de la cónica F3^*(vx) y el 
punto F4* de la cuártica F^*(y-¡). 
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Puesto que los puntos F j* y Fj^*, análogamente a los corres-' 
poiidientes Fj y F3I de antes de la proyección, determinan la 
tangente a la cúbica F¡*(v.¡), el plano de los puntos F¡,*, Fg^* y 
Fj* es el determinado por una tangente a la cúbica F3*(i'i) y el 
punto correspondiente de la cüártica F^*(V]). Según el teorema 
del n". 8, al variar Ui estos planos engendran una variedad de 
orden 8. El cono de vértice la recta R y directriz esta última 
variedad es la proyección de V¡, cuyo orden es, por tanto, igual a 

•8. Como F5 es de orden 14, esto quiere decir que el centro de 
proyección z es pimto múltiple de orden 6. 

Una confirmación de este resultado se tiene en las observa
ciones finales del n°. 13, que nos han mostrado a la W{4,0) 
como proyección, desde el plano tangente, de una V¡ formada 
por una serie de conos cuádricos, cuyos espacios recurren a sii 
vez un cono cúbico, cortándose los vértices de los dos conos en 
rectas del plano de F¡(y¡). 

Conviene notar que por un cambio de los parámetros u,v 
la cónica F¡(vi) puede hacerse pasar por un punto cualqmera de 
su propio plano; resulta así evidente que los propios puntos de' 
la cónica no tendrán para la W(4,0) multiplicidad particular, 
aunque en el razonamiento precedente — referido a parámetros 
determinados— estos puntos, y particularmente el x„„ aparezca 
bajo una posición distinguida. 

2°. Los planos itj generadores de 2^ son dobles parn Vy 
El efecto, proyectando la ^5 sobre un hiperplano desde un punto 
cualquiera de un plano iij^, se obtiene una V^* que púnicamente 
difiere de la V5 en esto que • la variedad ¿i* correspondiente a ¿^ 
en la proyección es ahora de orden 4 (por ser proyección de ¿i 
que es dé orden 5 desde uno de sus puntos). Todo lo demás 
sigue igual como en el no. 13 para hallar el orden de V^, única
mente que ahora será T==8, t=:2, a = : 4 y por tanto el orden 
de F5* resulta 8 + 8 — 4 = 12. Habiendo disminuido el ordon 
en dos unidades, el centro de proyección es punto doble. 

Como la W(4,0) es la proyección de F5 desde el plano 
tangente, se llega a la conclusión: 

La W(4,0) contiene una imriedad semicónica doble de orden 
5, engendrada por [5], cuyo vértice es un [5] de muíliplicidad 6, 
el cual es cortado según un [4] por cada [5] generador. 
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is . LAS TABIEOADES DESCBITAS POE LOS Í8(4, i)--^Hemos visto 

en el n°. 13 que el espacio lineal-S(4,3), al variar U3 describe 

el nuevo espacio lineal S(4,2). También se vio que, al variar v¡, 

los espacios lineales S(4,2) describen un cono cuádrico V7*, con

tenido en un [8] que es el S(4,1). 
Falta ver la variedad que describe este 8(4,1) al variar fj, 

o sea, ál variar la tangente a las Curvas de la superficie. Como 
S(4,1) es el espacio de dimensión mínima que contiene todos los 
puntos dé (13. 3) pard cualquier valor de Vj, resulta que estará 
determinado por los puntos 

'x 

Ft. Fi\ Fg* (15.1) 

F„Fs^ 
F,: 

en lugar de los cuales se pueden tomar 

F3, F,i 

F,. 

Al variar v¡^, los 6 primeros de estos puntos quedan fijos. 
Los otros 3 definen los planos determinados por las tangsntes a 
la cúbica F¡ y los puntos homólogos de la cuártica F^; según el 
n". 8 estos planos, al variar v^, engendrarán una variedad de or
den 8. Por tanto (*): 

Los espacios lineales S(4,1), al variar Vj, describen una 
Vg8 que es el cono que, desde el [5] determinado por los 6 prime
ros puntos de (15. 2) proyecta la V¡^ engendrada por hs planos 
determinados por las tangentes de la cúbica Faí^i) y los puntos 
homólogos de la cuártica Fi(vi). 

(*) Ver L.\NE, loe. cit. pág. 339. 



§ 5. VARIEDAD ENGENDRADA POR LOS [5] - OSCULA-
DORES EN UN PUNTO A LAS CURVAS DE UNA 

SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO 

16. ESTUDIO DE LAS VARIEDADIS W(5,i).— Vamos a estudiar 
las variedades W(5, í) engendradas por los [5]-osculadores en un 
punto a las curvas de una superficie que pasan por el mismo y 
tienen en él un [i]-osculador común ( i = 4 , 3, 2, 1, 0). 

Según el n°. 4, cada [5]-osculador en el punto x a las curvas 
de la superficie x = x(u,v) que pasan por él, está determinado 
por los puntos 

I: X, I I : Fi , I II : F^ + F^ÍV^, 

IV: F 3 + 3 F / t , g + F,i«3, (16.1) 

V: F , + 6F,i «2 + 3^22 «22+ 4^5,1 « 3 + F i i«„ 

VI: F, + 10F^iv, + 15F^^v^^ + 10{F¡,í+F^^v^)v3 
+ 5F,ív, + F,^v,. 

Si se mantienen fijos u ,̂ v^. v^, U4 y se hace variar Uj, o 
sea, si se consideran las curvas de la superficie quo posan por x 
y tienen en este punto un [4]-osculador fijo común, los priineros 
5 puntos de (16.1) permanecen fijos y el VI describe una'rucia. 
Por tanto: IM variedad W(5,4) es un [6]. Ella coincide con 
S(5,4). 

£1 punto Fj} pertenece a W(5,4) (para el valor Vj =••!») pa
ra 1)4 arbitrario y por tanto, en lugar de considunu: loé puntos 
(16.1), las variedades que llenan una W{5,3) puodun también 
definirse por los puntos siguientes: ^ 

I , : X. II„: F„ III„: F,\ IV„: F„ 

V„: F3-I-3F2IV2, (16.2) 

.VI„ F^ + 6Fs^Vi + 3F¡,^v¡,^ + 4F^ív^, 

VII„: F5 + IOF4I Us + I5F32 uj8 + 10(F,H-f'a» üj) «s'fSÍ'i* V«-
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Al variar v^, manteniendo fijos v^,, Uj, «3, los 6 primeros pun
tos (16.2) permanecen fijos y el Vllg describe una recta. Por 
tanto: La variedad W(5,3) es un [7]; ella coincide con S(5,3). 

Como el espacio lineal W(5,3) contiene el punto F3I (co
rrespondiente a «4=00) para valores arbitrarios de v^, v^, v¡ 
en lugar de los puntos (16.2), para definir W(5,3) se pueden 
tomar los siguientes: 

h: X. I I j : F^, . 111^: F^\ 

IVj: F^, Vj: Fji, Vlfc: F , . 

Vll t : F4 + 6F3iv2 + 3Fí«v,í, (16.3) 

VIIIj: F5 + l O F / V, + I5F3ÍÏ «,8 + 10(F3i-hF2« uj) «3. 

Manteniendo fijos «i, Uj v haciendo variar «3, el espacio li
neal ,1V(5,3) definido por los puntos (16.3) describe xm [8], 
puesto que los 7 priineros puntos de (16.3) permanecen fijos 
y el último describe una recta. Por tanto: La variedad W(5,2) 
es vn [8]; ella concide con S(5,2). 

El espacio lineal W(5,2) contiene el punto F^^ + F^^v^ (co
rrespondiente a 1)3=^00) y por tanto, en lugar de los puntos 
(16.3), para definir W(5,2) se pueden tomar los siguientes: 

I , : X. II„: Fi, III , : F^\ 

IV,: F „ V,: F3I, 

VI,: F3, VII,: Fji + Fs^uo, (16.4) 

VIII,: F^ + BF,ív,. 

IX,: F j + lOF^itjj + lSFsSV. 

Manteniendo fijo Uj, hagamos variar v¡. Los puntos I,, II,, 
. . . VI, permanecen fijos. Los VII, y VIII, determinan una recta 
que, al variar Uj, envuelve una cónica Cj, puesto que las series des
critas por los puntos VII, y VIII, son proyectivas y coplanares. 
por tener el punto F3I común. El punto IX, describe una cónica 
Cg. Cada tangente de C^ y el piinto correspondiente al mismo 
valor de Uj en C2 determinan un plano, el cual, al variar Uj, por 
el teorema.del n°. 8, describirá una Fj*. Por tanto, la variedad 
descrita por los espacios lineales W{5,2) s= S(5,2) al variar Uj, 
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o sea, la ixiriedad W(5,1): es UTW F9* obtenida proyectando la 
Vj* mencionada desde el [5] determinado por los 6 primeros 
puntos de (16.4). , 

Hagamos ahora variar tsunbíén u^. La variedad descrita por 
los [8] definidos por los puntos (16.4) al variar v^ y v^ será la 
W(5,0) cuyo orden queremos buscar. 

Como los 3 primeros puntos (16.4) son fijos y definen el 
plano tangente, nos limitaremos a considerar la F7 descrita por 
los [5] -determinados por los puntos IV ,̂ V ,̂ VÎ , Vllg, VIII ,̂ IX,, 
al variar Uj y v¡. Podemos proceder como sigue: 

Llamando U un hiperplano genérico que contenga los espa
cios lineales ambientes de las curvas F¡(vi), F¡{vj), F^(vi), H 
cortará la V.¡ según una Vg del mismo orden que podrá compo
nerse de ima parte (de igual dimensión) contenida en el [11] que 
contiene dichas curvas y de una parte, externa a ese [11] cor
tándolo, a lo sumo, segiln una V¡. Esta segunda parte, por con
tener necesariamente algún punto de la forma IX, y por estar 
F4I y Fj* contenidas en dicho [11] debe contener puntos de Fr,. 
Efectivamente H corta F¡ en 5 puntos que determinan 5 valo
res de «1; a cada uno de ellos corresponde una determinación 
de los puntos F^, F^^, F¿, de las rectas f 3I -f- Fj* Uj, F4 -|- 3F3I v^ 
y de la cónica F5 + IOF4I Uj-p ISFj^ i;̂ .̂ Repitiendo cálculos que 
preceden, se tiene que los [5] que. unen puntos correspondientes de 
estas variedades forman una Vg*. Se tienen asi 5 variedades Vg^ 
que dan lugar a una intersección de orden 

5 . 4 = 20. 

La parte de la intersección contenida en el [11] ambiente de 
F ¿ Fj , F4 se descompone todavía en dos: 

1°. Para û  fijo, VII^ y VIII,, definen, al variar v¡, una có
nica envolvente, esto es, en cuanto nos interesa, un plano doble 
Fj^FjiF^; este plano doble, proyectado de F^Fj^Fj da lugar a 
un [5] doble y se trata de determinar la Vg llenada por estos [5] 
al variar Uj. Siendo Fj^ independiente de v^, podemos despreciarlo 
momentáneamente y considerar la F5 lugar de los [4] que unen 
pmitoscorrespdndientesdeF2(tii). F2i(Vi), F;¡{Vi), F.¿^{v¡), Fi{v¡); 
aplicando las fórmulas de los nos. 6 y 7 resulla que esta Vt, 
tiene orden 

2 + 4 + 4 = 10. 
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Esta V¡ tiene el plano de F¡(vi) como doble; luego, pro
yectada de Fj*, da lugar a una V^^ que, por ser doble, contri
buye en la intersección por el orden 

8 .2 = 16. 

2°. Todos los V definidos por IV„, Y,, VI„VII„ VIII„ IX, 
por «1 fijo tienen común con el [11] considerado el [5] F^F^^F^ 
Fj^Fg^Fs*; se tienen así todavía ooi i [5] que constituyen una 
Vg cuya contribución ss debe todavía determinar. Si, como antes, 
se desprecia momentáneamente el punto Fg' que no varía con v^, 
la variedad de los [4] Fj Fj* F3 Fj'^ F,* tiene orden 5 por obte
nerse como proyección de los planos osculadores de una cúbica 
desde las tangentes a una cónica; y los puntos del plano de la 
cónica son dobles para ella. Por una observación anterior el punto 
Fj^ es equivalente a cualquier punto de este plano; por lo tanto 
la proyección desde él tiene orden 3. Debe observarse además que 
las Fe* definidas por IV,, V,, . . . , IX, son tangentes a lo largp 
del [5] de las curvas F¡(viy, F¡(v¡} al [11] considerado, porque 
en este [11] están la tangente Fj^ F4I de la cónica IX,, como tam
bién todos los demás elementos IV,, V,, . . . , VIH;,; debe por lo 
tanto la variedad de esos [5] contarse doble en la intersección bus
cada, obteniéndose así una contribución de 

3 . 2 = 6 

en el orden de W(5,0). Este orden resulta por fin 

20 + 16 + 6 = 42. 

Resumiendo concluimos: 
La variedad W(5,0) engendrada por los [5]-osculadores a 

las curvas de una superficie en un punto, es una variedad de di
mensión 10 y orden 4Í?, contenida en un [20]. 

17. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA VARIEDAD W ( 5 , 0 ) . — Vamos a 

demostrar que: los puntos 'del phno de la cónica F2(ui) son 
múltiples de orden 12. 

Prescindiendo del plano tangente, bastará demostrar que los 
puntos del plano que contiene la cónica F^lV]) son múltiples de 
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orden 12 para la ¥•, engendrada por los [5] determinados por 
los puntos IVc, Vj, .. . ,IXj de (16.4), al variar v^ y v^. 

Proyectemos desde un punto cualquiera de dicho plano sobre 
un hiperplano. La cónica F¡(y{) pasa a una recta f 2*(''i)· El [4] 
determinado por IV^, V ,̂ VIc, VII,, y VIIIj pasa al [4] determi
nado por la recta F2*(ui) y la proyección de los puntos F¡, F¡^ 
y F^, que es independiente de Uj- Desde él hay que proyectar la 
proyección de la cónica IX^ y ver luego el orden del lugar des
crito por esta Vg* al variar v¡^. 

La proyección de la cónica IX,,, al variar v^ describe una 
superficie de orden 14. Eln efecto, cortando por un hiperplano 
que contenga el espacio ambiente de la proyección de Fj¡'^(v¡) y 
la recta proyección de F¡^(Vi), este hiperplano cortará a la pro
yección de F¡(v¡) en 5 puntos, a cada uno de los cuales corres
ponde una cónica (proyección de las IX^) contenida en el hiper
plano; como además este hiperplano contiene la proyección de 
la cúbica F¡}(vj) y la proyección de la recta Fi^{V]), restilta que 
su curva de intersección con la superficie descrita por las cónicas 
proyección de las IX,. es de orden 5 . 2 + 3 + 1 = 14. 

El [4] determinado por la recta F¿*(vj) y las proyecciones 
de F3, Fs^ y F^ describe la variedad obtenida proyectando desde 
F2*(ui) la variedad engendrada por los planos determinados por 
las tangentes a una cúbica y los puntos de una cuártica, que por 
el teorema del n°. 8 sabemos que es de orden 8. 

Por tanto, para aplicar (6.1), tenemos T = 14, Í = 2 , 0 = 8, 
s = l, |.i=:v = l, t = 0 y por consiguiente el orden de la pro
yección de la variedad V, es igual a 30. Como se han perdido 
12 unidades en el orden, resulta que el centro de proyección es 
múltiple de orden 12, de acuerdo con el enunciado. 

En consecuencia, la variedad W(5,0) contiene el [5] deter
minado por el plano tangente y el plano de la cónica F2(«i), 
como múltiple de orden 12. 

18. LAS VARIEDADES DESCRITAS POR LOS S ( 5 , i ) . — En el n°. 16 

hemos visto que el espacio lineal S(5,4), al variar 1)4 describe el 
nuevo espacio lineal S(5,3). Análogamente vimos que, al variar 
Uj el espacio S(5,3) describe el nuevo espacio linesJ S(5,2). Al 
variar v^, este S(5,2) se vio también que describía una varie
dad F9*. 

El espacio lineal S(5, l) debe contener .todos los puntos (16.4) 
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para cualquier valor de v^; es, por tanto, el [11] determinado 
por los puntos 

X, . 

^2. Pz'. Fi\ 
Fs, Fgi, F3?. (18.1) 

• P,-

En lugar de estos puntos se pueden tomar ios siguientes 

(18.2) 

Al variar v^ estos [11] describirán una Va, cuyo orden que-
¡ remos hallar. Como los 6 primeros puntos de (18.2) son fijos, 

bastará determinar el orden de la V¡ descrita por los [6] determi
nados por los restantes puntos, al variar v .̂ Los planos determi
nados por Fi, Fi^', FgS son los planos osculadores a la cióbica 
F^{v¡) y por tanto engendran un [3] contado 3 veces. Los pla
nos de los puntos F4, F^, F5 son los ideterminados por las tan
gentes a la cuártica F^{V]) y los pimtos correspondientes al mis
mo valor de û  de la qufntica Fi{v{); según el teorema del n°. 
8, estos planos describirán una variedad de orden 11. Aplicando 
(6.1), es ahora, T = 3 , t = l , 0 = 11, s = l , n = v = l , i = 0 y por 
consiguiente el orden de la Vg es 14. Por tanto: 

La variedad engendrada por los espacios lineales S(5,1) co
rrespondientes a un punto x de una superficie, al considerar to
das las tangentes en el mismo punto, es la V-i,^^ obtenida pro
yectando .desde el [5] determinado por los 6 primeros puntos 
de (18.2), la Vĝ * descrita de la manera especificada. 

^v» 

•"uu» *u»« ^vt 

Fs. 
F.. 
F5. 

Fs\ 
P.\ 

F.2 



§ 6. VAlílEDAD ENGENDRADA POE LOS [6] - OSCULA-
DORBS EN UN PUNTO A LAS CURVAS DE UNA 

SUPERFICIE QUE PASAN POR EL MISMO 

19. ESTUDIO DE LAS VARIEDADES W ( 6 , t). — Según el n°. 4, ca^ 

da [6]-osculador en el punto x a las curvas de la superficie 
x = x(u,v) que pasan por él, está determinado por los puntos: 

I: X, II : Fi, III : F^ + Fj^Vs, 

IV: F, + 3F,^v, + F,^Vs. 
V: F^ + 6F3I v^ + SFj^ «2̂  + 4Fji t;, + F^i v^. (19.1) 
VI: F, + lQF^^v¡ + 15F^^v,^ + lQ{F3^+F,^Vi)v^ 

+ 5F8iu, + Fiit)5, 

Vil: Fe + 15F5ivg + 45F42V + 15F3=U2» 
+ 10(2F,i + eFjS «2 + Fj2 „3) „3 

+ 15(>8i + Fjü uj) V, + 6Fji «6 + F^i ue. 

Si se mantienen constantes v^, v¡, v¡, v^, v¡ y se hace variar 
Vg, o sea, se consideran todas las curvas de la superficie que pasan 
por X y tienen en este punto un [5]-osculador fijo común, los 6 
primeros puntos de (19.1) no cambian y el VII describe una 
recta. Por tanto: La variedad W(6,5) es un [7]; ella coincide 
con el S(6,5). 

Como W(6,5) contiene el punto F¡^ (correspondiente a 
1)5 = 00), se puede determinar por los puntos: 

I,: X, II„: F „ III„: F,\ 

IV„: F,. V„: F, + SF^v„ 

VI,: F, + 6F,^v, + 3F,^v,^ + 4F,ív„ (19.2) 
VII„: F5 + 10F,iv2 + 15F32V + 10(F3i+F/üj)ü3+5Fgit ;„ 
VIII„: Fe + 15F5iu2 + 4 5 F / V + 15F33V 

+ 10(2F,i+ 6F321-2+ F/«3)1)3 
+ 15(F3l + F28t)2)l),+.6Fjl«5. 
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Al variar 1)5, manteniendo fijos Ui, «2» i's» "i» ^os 7 primeros 
puntos de (19.2) permanecen fijos, mientras el VIH,, describe 
una recta. Por tanto: La variedad W^(6,4) es vm, [8]; eUa coin
cide can el espacio S(6,4). 

Como el punto Fj^ pertenece a W{6,A) (para «5=00), este 
espacio lineal puede considerarse determinado por los puntos 

I j : X. I I j : Fi, I l l t : Fji, 
IV4: Fj , Vj: Fji, 
VIj: F „ VII4: F^ + eF,^v, + 3F,^v,\ (19.3) 
VIII¡,: F5 + 10F^i«j + 15F32V + 10(F3i+Fj2«s)ü3. 
IX¡,: Fe + I5F5I «2 + 45F,» Ü »̂ + I5F38 Uj» 

+10(2?^! + 6F32 v¡, + FjS «3) t)3 + 15(F3i + Fj21),) V,. 

Al variar «4, permaneciendo fijos v^, v^, v^, ipa ocho primeros 
puntos (19.3) se mantienen fijos y el IX¡, describe una recta. 
Por'tanto los espacios 1^(6,4) describirán un [9]. Es decir: La 
variedad W(6,S) es un [9]; eltü coincide con el espacio lineal 
S(6.3). 

Al espacio lineal W{6,3) pertenece el punto F^^ + F^^v^ 
(corresp<^diente a «4=00). Por tanto se puede definir por los 
puntos 

I , : X, II , : Fi, III , : F^\ IV,: F j , V,: F,\ VI,: F3, 
VII,: F3I + F22V2, VIIÍ,: F^ + SF^^v,. 
IX,: F^ + lQF^ív^ + 15F^»v,^ (19.4) 
X,: F6 + 15F5ii;2 + 45F4Sv22 + 15F33vjS 

+ 20( F4I + 3F32 uj) «3 + lOFjS v,K 

Al variar v^, manteniendo fijos Uj, Uj, los nueve primeros 
puntos de (19.4) permanecen fijos y el X, describe ima có
nica. Por tanto: h tmriedad W{6,2) es el cono cuádrico que 
desde el [8] determinado por los nueve primeros puntos (19. 4) 
proyecta h cónica descrita por el punto X, al variar v^. Es una 
Vĵ ô  que es también la misma variedad descrita por los espacios 
5(6,3) al variar «3 sin modificar U),, v^. 

Hagamos ahora variar también u¡ manteniendo fijo v^. Los 
puntos I,, II,, . . . , VI, permanecen fijos. El plano determinado 
por VII,, VIII,, IX„ al variar û  engendra una F3*, encontrada 
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ya repetidamente en los párrafos anteriores, lugar geométrico de 
planos determinados por las tangentes a ima cónica y los puntos 
de otra en una correspondencia proyectiva definida por los valores 
del parámetro «2- A. cada valor de Uj corresponde por otra parte, 
sobre la superficie representada por X^ para Vg y Vj variables, 
una cónica. Debemos determinar el orden de la variedad lugar 
de los conos que proyectan de los planos generadores de la V 3̂  las 
correspoindientes cónicas de X^; para aplicar la fórmula (6.1) ne
cesitamos conocer el orden de la superficie X,,. 

Cortemos esta superficie por un hiperplano que .contenga los 
puntos F^, F¡^, JFJ^; si P es un punto de la intersección existen 
valores Ug", Ug" tales que 

P = F^ + IBFfii v^o + 4 5 F / v¡<>¡¡ + IbF^^ UjO» 
+ 2OF4IU3O + eOFj» UjO V3O + lOFjS «jOa; 

el punto 

P — 2OF4I VjO — 6OF32 v¡o üjO _ lOFjS U3O2 

pertenecerá al hiperplano y a la cúbica 

Fe + 15F5I «2 + 45Fi2 V + 15F33 «2», 

para el mismo valor _ ii2 = i;2''; reciprocamente si 

Pj = Fe + 15F5I v,o + 45Fi21)„02 + ISFj» v¡¡«3 

es un punto común al hiperplano y a la cúbica, serán comunes 
al hiperplano y a la superficie todos los puntos de la cónica 

Pi + 20(F,i + 3F32 VjO) «3 + IOF22 v,K 

Por cuanto el hiperplano corta a la cúbica en 3 puntos, a los 
que correspojnden 3 valores determinados de Uj, se sigue que el 
hiperplano corta a la superficie según una curva compuesta de 3 
cónicas; la superficie tiene luego orden 6. 

Aún más rápidamente, consideremos un hiperplano por el J5] 
Fg F5IF42 F33 Fjî  F32 (será únicamente este [5] mismo si la su
perficie se considera dentro de su espacio ambiente miniíno); la 
intersección de este hiperplano (en particular de este [5]) con la 
superficie corresponderá a «3 = 0 y será la cúbica 
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Fe + 15f gi «i, + 45F,ü ü / + I B F s ' V : 

pero se nota que, por cualquier valor de Vg, nuestro [5] contiene 
la recta que ime el punto de la cúbica con el punto F^^ + 3F¡^ v¡, ' 
que es la tangente en el primer punto a la correspondiente cónica 
Xj. Se sigue que nuestro [5], o generalmente hiperplano, es tan
gente a la superficie en todos los puntos de la cúbica, que será 
doble para la intersección. Se reencuentra el orden de la superficie 
3 . 2 = 6. 

Para determinar el orden de la variedad W{Q, 1) formada 
por los conos que proyectan las cónicas de nuestra superficie 
de los planos generadores de la anterior V¡* podemos ahora 
aplicar la fórmula (6.1) con p=6, o = 4 , 4 = 2 , 8 = 1 y obtenemos 

4 . 2 + 6 - i = 1 4 - i . 

Como la Vg^ y la superficie X^ tienen en común el punto 
Fj^ que es doble para V¡*, debe ponerse i = 2 y se obtiene para 
el orden buscado el valor 12. 

La variedad W(6,1) es una T n̂** obtenida proyectando desde 
el [5] determinado por los 6 primeros puntos de (19.4) L· V^^^ 
que acabamos de estudiar. 

Vamos ahora a ocuparnos de la W(6,0), la variedad descrita 
por los [9] ^determinados por los puntos (19.4) al variar t'^, 
Uj, 1)3. Ella'es por lo tanto tina V^^; para díeterminar su orden 
vamos a cortarla por im hiperplano que elegiremos en modo 
conveniente; se tratará de determinar el orden de la V^-^ sección. 

Elegimos nuestro hiperplano de manera que contenga los 
espacios ambientes de la cónica F2(ui), la cúbica Fg{v¡), la cuár-
íica FJ¡yi¡) y la quintica F^iy^). Este hiperplano cortará a la 
séxtica Fg(uj) en 6 puntos, a cada uno de los cuales corresponde 
una Fii*2 del tipo estudiado anteriormente y que constituyen una 
primera parte de la intersección con 1F(6,0) y contribuyen por 
tanto en el orden en 

12.6 = 72. (19.5) 

Falta ver .ahora las variedades V^ que son parte de la TV'(6,0) 
y están contenidas en el espacio lineal suma de los espacios li
neales que contienen F2(ux), F^iy^), F^(v¡) y F^{v]}. 
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Se nota en seguida que los puntos I^, 11 ,̂ IIIc . . . , IX^ 
de (19.4), siendo funciones de dos variables v^, v, determinan 
una doble infinidad de [8], o sea una V^^ que de por sí no 
constituye una parte de la intersección buscada; tal parte se ob
tendrá, al contrario, observando que cualesquiera que sean v^ y v¡, 
la variedad descrita por X^ tiene común con dicho espacio el pun
to Fj^ correspondiente a «3=00, de manera que pertenece a la 
Vji intersección el cono que proyecta desde el punto F^^ la KJQ 
mencionada. 

Este cono, que indicaremos por V^, se obtiene proyectando 
desde el [5] determinado por los puntos 

X, x„, x„, X|m, x„„, z„„ (IJ. b) 

la variedad V¡ engendrada por los [3] determinados por los puntos 

I,,: F3, I I j : F3I, Illa- F,. 
IV,,: F, + 10F,iv, + 15F,^v,^ (19.7) 

de los cuales sólo el último depende de dos parámetros v^, i'j. 
Para v^ constante IV^ representa una cónica; variaiido 0̂  est¡a 
cónica describe una superficie cuyo orden se determina fácilmente 
siguiendo un procedimiento acostumbrado; cortamos la superficie 
con un hiperplano que contenga el [5] suma de los espacios de 
F4I y F^^; este [5] tiene en común con la superficie IVj la recta 
F32 (correspondiente a 1)3 = 00, v^ variable) y, para todos los 
valores de v^, contiene la tangente Fj^F^i a la cónica correspon
diente; es pues tangente a la superficie en todos los puntos de la 
recta, que valdrá como intersección doble. Además de esto el 
hiperplano considerado corta la curva F¡, en 5 puntos a cada uno 
de los cuales corresponde una cónica IV¿, contenida en el hiper
plano. El orden de la superficie IV¿ es pues 

2 . 5 + 2 = 12. 

Para determinar ahora el orden de la F ^ definida por (19.7) 
aplicaremos el teorema del n". 8. Al variar u^. I,/, 11,/, IIIj de
finen una serie infinita de planos determinados por las tangentes 
a una cúbica y los puntos de una cuártica en correspondencia pro-
yectiva; por la fórmula (8.2) ellos llenan luego una F38. Pro-
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yectando de estos planos las cónicas de la V^^^ antes considerada 
se obtiene una variedad cuyo orden se determina todavía por la 
(6.1) cuando se haya determinado el número de puntos eventual-
mente comunes. El espacio de la V¡^^ y el de la F3* tienen en 
común el [5] de F^^(v) F¡^(v) cuya recta Fj^ es común a las dos 
variedades y precisamente pertenece a la Vj^^ para 1)2=00, v^ va
riable y a la Fg^ para 1)^=00; se sigue que de ella sólo el punto 
F j ' , que corresponde en ambos casos a «^=00 debe .considerarse 
como punto común en el sentido del n°. 6. A la F38. perteno:» 
también, para t)i = oo, la recta Fj^ F^^, tangente en Fg^ a la có
nica IVj correspondiente al mismo valor de v^; esto implica que 
el punto Fj* deba considerarse como una coincidencia doble; ten
dremos pues i = 2 y obtenemos finalmente como orden de la 
Fs definida por (19.7), 

12 + 8 . 2 - 2 = 26. 

Para confirmar este resultado vamos a repetir el cálculoi 
modificando el procedimiento en modo que la aplicación de la 
fórmula (6.1) y el cálculo consiguiente del número i toma as
pecto un poco distinto. Cortemos la V¡ (19.7) por un hiperplano 
conteniendo el [8] ambiente común do ¡^¡{V]) y Fi{Vi). Este hi
perplano corta F^(v¡) en 5 puntos cada uno de los cuales deter
mina un valor de v^ y por consiguiente im plano Fj F3IF4 y una 
cónica IVj, que proyectada de dicho plano da lugar a una V^^, 
que es parte de la intersección buscada; obtenemos así una contri
bución en el orden de 

5 . 2 = 10. 

Queda por considerar la eventual parte de la intersección con
tenida en el [8] ambiente de F¡(V]), F^(Vj); ya sabemos que en 
este [8] está la variedad V¡^ estudiada antes, la que sin embargóles, 
para nuestro fin, de dimensión deficiente. Se completa esta partQ 
de la intersección observando que para cada valor de v^ la cónica 
IV,/ tiene un punto sobre la recta Fj^ (correspondiente a « 2 = » ) 
desde el cual se debe proyectar el plano correspondiente de la V¡¡^; 
se forma así una V^ cuyo orden determinamos todavía por apli
cación de la (6.1). Para determinar el valor correspondiente de 
i, repetimos la observación anterior, que la F3*, aun perteneciendo 
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a la V¡^, corresponde en ella a un valor determinado de t', 
(uj^=oo), mientras que, como centros de proyección, sus pun
tos corresponden a v̂  variable y a t)-i=oo corresponde únicamente 
F38; tendremos pues í = l y resulta, para el orden de la inter
sección de nuestro [8] con la variedad (19.7) 

8 - 1 - 1 - 1 = 8. 

Pero debe repetirse aquí la observación hecha en otras oportu
nidades de que a lo largo de esta intersección el [8] y la variedad 
son tangentes, por contener el [8] las tangentes, para V2=<», a 
todas las cónicas IV¿; obtenemos luego para el orden buscado 

104-8.2 = 26 

idéntico al anterior. 
Para formar la F ^ intersección de la W(6,0) con un liiper-

plano, que era nuestro problema principal, debemos juntar la 
variedad de orden 72 indicada por la (19. 5) con la ahora estu
diada. Pero nuevamente aquí observaremos que el [17] que con
tiene ^2(1^1), F¡(v.¡), Fi(V]), F^{v¡), es tangente a lo largo de 
toda esta variedad a las cónicas definidas por X,, por v^ y u, 
constantes; debe por lo tanto esta variedad considerarse doble eu 
la intersección, obteniéndose como orden de la W{6.0) 

72 + 26 .2 = 124. 

La W{&,0) engendrada por los [6]-oscidadores a hs curvas 
de una superficie en un punto es una Fi,^-* de dimensión 'J2, 
orden 12U y- contenida en un [27]. 

20. VARIEDADES DESCRITAS POR LOS S(C, i ) .— En el n°. 19 se 

ha visto que los S(6,5), al variar el [5]-osculador fijo, o sea. 
al variar v¡, describen un [8] que es el S(6,4). Este S(6,4), al 
variar û  describe un [9] que es el S(6,3). Al variar U3, estos 
S(6,3) describen una FJQ^ que es la W(6,2) ya estudiada. 

Quedan por ver ahora las variedades descritas por los espa
cios S(6,2) al variar û  y por los espacios S(6,1) al variar Uj. 

De (19. 4) se deduce que el espacio lineal S(6,2) es el de-
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terminado por los puntos I,,, 11 ,̂ . . . , IX^ de (19.4), más los 
tres puntos 

XI„: Fe + 15F,^ Vi + 45F^^ v^' + IBF^^ v¡,\ 
X1I„: F^i + SFs^Uí, . (20.1) 
X1II„: F,K 

Por tanto S(6,2) es un [11]. Queremos estudiar la variedad 
descrita por estos [11] al variar v^. 

Por pertenecer, según (20.1), a S(6,2) los puntos Fg^ y 
F4I + 3F3* v¡, dicho espacio lineal se puede considerar determinado 
por los puntos I^, 11 ,̂ . . . , VI^ de (19.4) más los puntos 

F / , F3I, Fi, F5 + 5F,iu2, F^í+3F,^v¡, (20.2) 

Fe + I5F5I + 45F4« ugí + ISFs» vJ. 

Al variar v^, los tres primeros de estos puntos y los I^, 
IIj, . . . , VIj de (20,4) son fijos, y los últimos determinan los 
planos que unen los puntos de ima cúbica con las tangentes ho
mologas de una cónica referida proyectivamente Con ella. Se
gún el teorema del n°. 8, estos planos engendran una V^^. Por ' 
tanto: 

Los espacios lineales S(6,2), al variar el plano oscuhdor 
fijo, manteniendo inmóvil la tangente común, engendran uña V^^^ 
que es un cono obtenido proyectando desde un [8] fijo como 
vértice, ía variedad de orden 5 engendrada por los piemos determi
nados por las tangentes a una cónica y los puntos de una cúbica 
referida a ella proyectivamente. 

De (19.4) se deduce también que el espacio S(6.1) es el 
|15] determinado por los puntos 

a;, 

F„ F,K 
F2,F^hF,\ . 
F3, F3I, F32, F33, (20 .3 ) 

f i , F4I, F,2, 

F,. F,\ 
F,. 
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o, lo que es lo mismo, por los puntos • 

X, 

^uui ^uv' ^w» 

^auu' "^uuvf '^avVÈ •̂ uwuj (¿A), if 

F.. F,\ 
Fe. 

Al variar v^, los diez primeros puntos de (20.4) permane
cen fijos y los [5] determinados por los seis restantes describen 
la variedad engendrada por los [5] que Unen los planos oscula-
dores a una cuártica, las tangentes a una quíntica y los puntos- \ 
de una séxtica, en puntos homólogos de ima correspondencia pro- \ 
yectiva entre las tres curvas. Según la fórmula (8.2) el orden de ' 
esta última variedad es 20. Por tanto : 

Los espacios lineales, S(6,1), de dimensión 15. al variar v^ 
describen una Vie*" ía caed es el cono que desde el [9] jletermi-
nado por los diez primeros ' puntos de (20.4) proyecta L· va
riedad de orden 20 engendrada por los [5] deterrninados por los^ , 
seis últimos puntos de (20.4). 



§ 7. ALGUNAS CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE 
LAS VARIEDADES W{p, q) 

21. RESULTADOS QENEBALES SOBKE LAS W(p, q) PASA 

5>^eiit[p/2]—Examinando los casos particulares estudiados en 
los párrafos precedentes se nota fácilmente una manifiesta regu
laridad en los primeros pasos del razonamiento que cede luego 
el paso a complicaciones crecientes al crecer el orden del contacto 
cuando nos acercamos a la meta final de la estricta caracteriza
ción de la variedad WÇp,0). En este párrafo nos proponemos 
indicar los primeros fundamentos de la aludida regularidad, y del 
modo como ella se pierde al ir avanzando. 

Partimos de la fórmula (4. 9) que escribimos en la forma 

dpx , „ 1 Fk . „ . pi, „ . H 

donde la sumatoria se entiende extendida a todos los valores po
sitivos de los índices p,-, X¡, ]t, r que cumplen las condicicaies 
siguientes: 

X i > X j > X 3 > . . . à 2 (21.2)' 

2k¿^ PiX¿ = p + k-rr¿p. 

De la última condición siguen en seguida las limitaciones: 

k + r¿p. k¿r 

X i á p , p í a e n t f - ^ l ; (21.3) 

por lo tanto, para' 

pSXiSent[^J 



— s e 

sera siempre 

Pi = l. >•!+/. < e n t [ ^ ] , ^Pi+,. = / c - l . (21.4) 

Se sigue que si en la expresión (21.1) de dPx/duP se supone 
dar valores fijos a las ^variables U;̂  para los valores del índice 

XáenU^l, las expresiones resultantes serán lineales en las variables 

v¡^ restantes ( ^ à ent —— j 

Debemos añadir una observación importante respecto de los 
coeficientes. El coeficiente de û ,̂ en (21.1) será 

y, por (21. 2), (21.4) deberá ser 

2 ( / c - l ) S ^ P i + f t X i ^ = p - X i + A--r 
es decir 

fc + r g p —Xi + 2. (21.6) 

Se sigue que el dominio de variabilidad de los índices p¡, X,-
k, r en la expresión (21.5) depende únicamente de la diferencia 
p — Xj y no de los índices p, X̂  por separado. Poniendo 

Cp.x=cp-x ( ^ è « n t [ ^ l ) . 

concluimos que para cada valor determinado de p las derivadas 
cÍP.~^x/duP-''(v = 0,1, . . . ,p—l) se expresan en la forma: 

dpx „ 
¿ ^ = "Op CQ Vp + Ojp Ci Up_i + ajp Cj Up_2 + .. • + Oxp Cx Up_x + Fp 

(21.7) 
dp-^x 
^ ^ ^ = a(,p_i co Up_i + aip_i ci Up_j + ... 

+ « í - l p - l Cy.-1 Up_Z + Pp-1 
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dp-% -ox _ 

donde 

x = e n t [ ^ ^ J . 0 = 1 , 2 , . . . , e i i t [ ^ ] , 

representando las o¡y factores numéricos que no interesan aun
que podrían escribirse fácilmente, y siendo los P, como los c„ 
puntos que dependen únicamente de los valores fijados para las 

variables v̂ ;̂ X = l ,2 , ...,ent -^ . 

Supóngannos ahora que, además de estas Vy^, se quieran su
poner fijados los valores de algunas sucesivas correspondientes a 

e n t [ ^ ] < . \ á e n t [ | - ] 4 - / i , O S f t < e n t [ ^ j ; 

el sistema de las (21. 7)representa entonces una iy(p,ent -^ +h) 

y muestra que ésta coincide con el espacio ambiente definido 

por contener un espacio lineal de dimensión ent rñ- + '* y con

tener un sistema de ent —ij~ ~ ' ' espacios lineales de dimen

siones 1,2,.. . .oa tM-^—Zi, cada uno de los cuales corta al 

anterior según un espacio de dimensión menor en una unidad 
contejniendo la intersección anterior. Se trata pues de un es
pacio lineal de dimensión 

ent [ | -] + /«+ 2 ent [ ^ 1 - 2 h = p +ent [ ^ ] - h. (21.8) 

Se puede, por tanto, enunciar: 

Las variedades W(p,enl[p/2] + h), pira O^h^enl I 

son espacios lineales cuya dimensión está dada por (21. 8) (*). 

(*) Este resultado está enunciado, sin demostraci6n, en MEÍIDEL, loe. cit. 
Ver también LAÑE, loe. cit., pág. 399. 
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Las W(p,q), para ç > e n t -5- coinciden por tanto con 

los S{p,q). 

Para estudiar las W(p.q) para ç < e n t — es necesario pro

fundizar el análisis de los términos c„ y por otra parte consi

derar en (21.1) términos en los cuales Xj^ent -p- . 

Los primeros están dados por (21. 5), y por ser, en los tér
minos escritos explícitamente en las (21.7), 

X,>eiit[|-]-|-l, 

deberá ser 

-^Pi+J, Kt!, S e n t | ^ ^ j , ^Pi+,, < - g - e u t f ^ J : 

se siguo que, hasta tanto que sea p 2 6, es 

^ P i + A á l , X,^. = X j á 2 

es decir que los c„ dependen a lo sumo de una Vy^ y en esta son 
lineales; en efecto esto se ha presentado en todos los casos con
siderados. 

Para p = 7 o 8, vale todavía la relación Sp^^i^ g 1; pero 
Cy_ y Cjc-i vienen a depender de dos variables, aun siendo li
neales en ellas; para p > 8 se presentan términos de grado 
mayor. 

Vamos a estudiar a continuación los primeros casos que se 
presentan para ç<ent[p/2] , distinguiendo separadamente, para 
mayor claridad, los casos p = 2m y p = 2ni-l-l . 

22. LAS VARIEDADES W{2m,m — 1), W(2m,m — 2) y 
W{2vi -\- l,m). — Para estudiar directamente estas variedades re
cordemos la propiedad obtenida en el n". precedente de que el 
coeficiente de U;̂  (X^en[(p-|-2)/2]) en la derivada de orden p 
depende únicamente de la diferencia p — X y no de los índices p 
y X por separado, lo cual se puede enunciar de la manera si
guiente : I' 
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El coeficiente de Vy^ (X > ent [(p+2)/2]) en la .derivada de 
orden p es el mismo, salvo un factor numérico, ,que el coefi
ciente de v^Zy en la derivada de orden p — v. 

Desde luego debe suponerse también 

X — V > ent [(p — V + 2)/2], 
o sea 

v < 2 X - p . (22.1) 

Con esta observación vamos a estudiar separadamente las 
siguientes variedades: 

1°. Variedad W(2m,m — 1). Según ya vimos, las varia
bles t)m+i>"m+2'•••'"2m aparecen linealmente en todas las de
rivadas (21.7) y por tanto el espacio lineal W{2m,m) puede 
definirse por los puntos 

Cfl, Cj, Cj, • • • .C„_i , Pj ;^ , í'2m-l> •••>' o- (2— 2 ) 

Según el último teorema enunciado, los coeficientes de v^ 
en las expresiones desarrolladas de Pim-u Pím-i> •••Pm son, 
salvo un factor numérico, los mismos c^-i, c^-s. ••-.Co- P*"" 
consiguiente en la expresión do los puntos P¡ ( í<2m) , puede 
suprimirse el término que contiene t'^, sin que varíe el espacio 
lineal W(2m,m). Resulta así que v^ aparece únicamente en 
la expresión desarrollada de Pi^ y según (21.7), (21.1) y 
(21.2) este punto es de la forma 

P,„ = A + Bv^ + Cv^^ (22.3) 

donde los coeficientes A, B, C dependen únicamente de v¡^, 
«2,«3, • •.,«„_!. Si estas variables se mantienen fijas y se hace 
variar v^, el punto P¡m describe una cónica y la variedad 
W(2m, m — 1) descrita por los espacios lineales W(2m, m) se
rá el cono cuádrico que desde el [3m — 1] determinado por to
dos los puntos (22.2) menos el P2m> proyecta dicha cónica. 
Por tanto: 

La variedad W(2m, m — 1) es un cono cuádrico, de di
mensión 3m-\-l, obtenido proyectando una cónica desde un 
{3m — 1] como vértice. 
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2°. Variedad W(2m,m — 2). Esta variedad es la engen
drada por los espacios lineales W(2m,m) definidos por los pun
tos de (22. 2) al variar v,n y ^m-i '• veamos en cuáles de esos 
puntos aparecen estas variables. 

Ya hemos visto que sin alterar el espacio lineal definido 
por los puntos (22.2), podían suprimirse ciertos términos de 
las P¡ de manera que v^ apareciera únicamente en la expre
sión de ?£„. Por la misma razón, es decir, por el hecho de 
que los coeficientes de t;„_j en las expresiones de Pa^-s» 
Psm-i- •••¡Pm-i son, salvo un factor numérico, los mismos 
Cm_2, c^_3, ...,Co, pueden suprimirse en dichos puntos los tér
minos, que contienen u^_j y queda que v^ y i)m_i únicamente 
aparecen en los puntos c^_j, Pi^, í*2m-i> ̂ 2m-2' Veamos lá ex
presión de cada' uno de estos. 

a) De (21.7) y de la fórmula general (21.1) se calcula 
que Cm_i es de la forma 

Cm-l = ^ l + »l'fV"m-l (22.4) 

donde A^ depende únicamente de u ,̂ Ug, •••,Um-2 y "i *̂ " " '^°^' 
ficiente numérico. 

b) Análogamente se obtiene que, si m > 3 , Pgm es de la 
forma 

(22.5) 
P2n, - Si + Çi V^_, + fi, V^_,^ + {M + N U„_i) V„ -}- aj F,^ Vj 

donde Oj es coeficiente numérico y Sj, Qj, R^, M, N son ex
presiones que solo dependen de Uj, u», ...,u,„_2. 

Si mí=3, la expresión del punto Pg contiene un término 
más con el factor Ug'; tenemos entonces la W{6.1) que se 
estudió en el § 6. 

Si m < 3 no hay lugar a la consideración de términos en 
Um-i por resultar m — 1 < 2 ; como por otra parte debe ser 
m — 2 ^ 0 , 1 cae en esta hipótesis sólo la 1^(4,0), estudiada 
en el § 4. 

c) El punto P2m-i' después de haber suprimido en él el 
término que contiene v^ de acuerdo a lo dicho en el caso 1.°, 
es de la forma 

P2m-l = S2+QiV^-l+R2V^-l'- (22.6) 
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d) El punto P¡m-i' después de haber suprimido todavía el 
término que contiene v,n> ^ '̂ ^ ^̂  forma 

i '8m-2=Ss+(?3V„_i + fi3V„_i». (22.7) 

En c) y d) los coeficientes Sg, Qj, R^, S¡, Qg, R¡ depen
den únicamente de Vx,v¡, ...,v„_¡. Además, ellos no son inde
pendientes con los coeficientes de (22.4). Utilizando las fór
mulas (21.1) y (21.2) para calcularlos se obtiene q̂ue Q¡ y 
Al son iguales salvo un factor numérico, de manera que se 
puede poner 

<?3 = PAi, (22.8) 

y además es 

/Ï2 = 03^38, i?3 = <»4F2̂  (22.9) 

siendo 03,0^ coeficientes numéricos. 
Teniendo en cuenta estas relaciones el punto Pim-t P"*" 

de escribirse en la forma (cfr. 22.4) 

Pim-i = S3 + (P - — ) -ll "m-1 -^(A, + a, F,^ U„_0 «„_i 

= Sí 4- (p - - ^ ) Al «^_, + c„_i «„_! 

y por tanto el [3] definido por los puntos c„_i, Pjm. Pím-i y 
Pgm-i puede considerarse también definido por c^-i,Pím> 
Pim-i y P*2m-2' donde 

. P*2m-2 = S, + (P - • ^ ) Al V„_i. (22. 10) 

La variedad W(2m, m — 2) se obtiene pues proyectando 
desde el [3fn —4] definido por los puntos 

CQ, Cy, ..., Cm_2, °2m-3> Pim-i' • • • > ° 0 

la variedad V¡ de los [3] determinados por los puntos Cm_i 
(22. 4). P j ^ (22. 5), P2„_i (22. 6), P*2„_2 (22.10) al variar «,„_i, 
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«„,. Para hallar el orden de esta V¡ basta razonar como en el 
§ 6 respecto de la variedad W{6,1) con la única diferencia que 
la cónica 

está sustituida allá por una cubica. De esta manera el orden 
de nuestra V^ se reduce al valor 10. 

Por tanto: 
Para m > 3 la variedad W{2m, m — 2) es una variedad 

de dimensión 3m + 2 y orden 10, obtenida proyectando ana 
Fj!" desde un [3m —4] como vértice. 

Para m¿3 rige la misma expresión para la dimensión, 
pero los ordenes suben a 12 (m = 3) y 14 (m. = 2) (§§ 6,4). 

3°. Variedad 1^(2^1+ l ,m — l ) . Ya observamos en el ca
so 1°. que según (21.7), donde ahora es p=:2m-f-l, la va
riedad W(2m -{-1, m) es el espacio lineal determinado por los 
puntos 

CQ, Ci. Cí ' •••> ''m>."2)n+i> "ami •••> "o- ( 2 ^ - ^ Z 

La variedad 'W^(2m-|-1, m — 1) es la engendrada por es
tos espacios lineales ál variar v^. Veamos, por tanto, como 
aparece v^ en los puntos (22.11). 

Los puntos CQ, Cj, ...,c„_i no dependen de v^ y-según 
el teorema enunciado al principio de esté n°. 22, loa coeficien
tes de v^ en las expresiones de los puntos P¡m-i>^2m-2'•••'^n· 
en los cuales aparece linealmente, son iguales, salvó un factor 
numérico, a' c^-t, C^-Í, • • •, CQ. Por consiguiente, sin variar el 
espacio lineal determinado por los puntos (22.11), pueden su
primirse en las expresiones de í*2m-i'^sm-2> •••>^m-1°^ térmi
nos que contienen u„. Queda así que únicamente dependen 
de jj„ los puntos siguientes: 

a) El punto c„, que según (21.7) y (21.1), es de la 
forma 

Cm = 'lx + "lí'2^l'm (22.12) 

donde Oj es un coeficiente numérico y Aj^ depende únicamen
te de Ui,U2, ...,t)„_i. 
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b) El punto P2m+i 1*̂ ^ se'.calcula fácilmente y es de la 
forma 

P2m+i = Aj + B3 «„ + a, F,^ vj. (22.13) 

c) El punto Pjm, que resulta ser de la forma 

Pj„ = A, + i?3 u„ + «3 F / v„,K (22.14) 

Como siempre, en las dos últimas expresiones Ag, B^, Aj, 
Bg son puntos que dependen únicamente de tij,u^, ...,u„,-i y 
Oj, oj son coeficientes numéricos. Además, al calcular explíci
tamente B3 y A^ se encuentra que son iguales salvo un factor 
numérico, de manera que se puede poner Bi = ^A¡^, con lo 
cual el punto Pgm se escribe 

>2m = A3 + (p - - ^ ) A, u„ + -^(Ai + ô  Fs^ ü„) «„. 

Se deduce que el plano determinado por los puntos c^, 
Pimi-i' ^2m puede también determinarse por los puntos c„, 
í'2m+i. P*2m' donde 

P*2m = A 3 + ( 3 - - ^ ) A i u „ . (22.15) 

La variedad W(2m + 1 , m — 1) es, por tanto, la variedad 
que desde el [Sm —1] determinado por los 3m puntos que que
dan en (22.11) al quitar los c^.PimH'Pim' proyecta la V^ 
engendrada por el plano determinado por los pinatos c^, P2m+i' 
P*im al variar «„. 

Las rectas que unen c„ con P*^^, al variar v^ envuel
ven una cónica, puesto que las rectas c„(fm)«^*2m(''m) ti^" 
ne el punto A^ común. El punto .P2„,+i al ,variar i'„ des
cribe una cónica siempre que Fj^ sea independiente de v^, o 
sea, siempre que sea m > l . 

Por tanto, para m > 2 , la variedad F3 es la engendrada 
por los planos determinados por los puntos de una cónica y las 
tangentes a otra referida a ella proyectivamente; según el n°. 8 
esta variedad es de orden 4. Por tanto se concluye: 
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La variedad W(2m + 1,m —1), para m'>2, es una XM-
riedad de dimensión 3m + 3 y orden 4, obtenida proyectando 
una Fj* desde un [3m — 1] fijo como vértice. 

Para m = l , la W{3,0) es una Ve^ (§ 3). 

23. VARIEDADES DESCRITAS POB LOS ESPACIOS LINEALES 

S(p, 1). — Llamando m a la parte entera de - ^ , hemos visto 

que las variedades W(p, m + /i) con /i ̂  O son despacios lineales, 
que por lo tanto coincidirán con ios .espacios S{p, m + v) tan
gentes a la superficie según un elemento [m + /i]. De ahí se de
duce que los espacias S(p, m + A) con A à 1. 'al variar v^+/,, o 
sea al variar el elemento \in-\-K\—osculador, mantenién
dose fijos los elementos osculadores de orden inferior.describi-
rán el espacio lineal S(/?, m + /í —1). Queda el ^problema de 
estudiar, en general, las variedades descritas por los espacios li
neales S(p,h) con l<h¿m al variar V|^. 

Vamos a estudiar únicamente el caso de la variedad descri
ta por el espacio lineal S(p,l), al .variar v^, o sea, al variar la 
tangente a la superficie. Distinguirjsmos dos casos según la 
paridad de p. 

1.° p = 2m — l.. — Por simple inducción de los casos 
p = 3, p = 5 ya estudiados (nos. 11,19), se obtiene que el es
pacio lineal S(2m — 1,1) es el determinado por los puntos 

n 

X, uw 

Xv 

X„ 

X^m-l , X„m-2 „ , . . . , X^m-2 , 

^p-(m-l). •f V-(m-l). ••••P"' V ( m - l ) . 

f p - 1 . F\ P-l-

(23.1) 

La variedad descrita por el espacio lineal determinadi 
el grupo de puntos II, es la engendrada por Jos espacios •', 

file:///in-/-K/
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les obtenidos como suma de un [m — 1] — osculador a la curva 
Fp_(„_i), más un [m — 2] — osculador a la curva í'p_(m-2)> •••' 
más un' punto de Fp, tomados estos espacios .osculadores en 
puntos correspondientes a un mismo valor de v^ en las curvas 
mencionadas. Según al n°. 8, el orden de esta variedad es 

( p - 2 ( m - l ) ) m + (p -2 (m-2) ) (m-1) + (p -2 (m-3 ) ) ( / n -2 ) 

+ ... + {p-2).2 + p 

o sea, puesto que p = 2m — 1: 

1 . m 4 - 3 (m-1) + 5 (m-2) + •-. + ( 2 m - l ) 

=J;(2í- l ) (m-i + l). 
i—l 

El valor de esta suma se calcula fácilmente recordando 
m 2 

que £ i^ =— m (m + 1 ) (2m + 1) y resulta igual a 
1 6 

^ m ( m + l ) (2m + l ) . (23.2) 
o 

Por tanto: Za variedad descrita por los S(2m —1,1), al 
variar la tangente a la superficie, es la que desde el 

I"»("»+!) 2 J 
definido por los puntos I de (23.1) proyecta una variedad de 

orden — m (m + 1 ) (2m + 1 ) y dimensión 
6 

- m(m+l) 

2.° p = 2 m . — Por inducción de los casos p = 4, p = 6 
ya estudiados en § 4 y § 6, resulta que S(p, 1) está determi
nado por los puntos 
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I 

a;. 

UW ••'Uüí -^Uü» 

II \ 

Pp-(.m-l)> í" V(m-2) . • • •. -f""" V ( m - l ) . 

Fp-(m~i).F\-{m-l). ••- í''"~V(m-2). 

F„. 

(23.3) 

Poi" tanto, como en el caso anterior de p impar, resulta 
que el orden de la variedad descrita por los espacios lineales de
terminados por los puntos II al variar Vj^ es de orden 

<-i 3 
(23.4) 

Por tanto, h variedad descrita por los espacios, lineahs 
S{2m, 1) al ixiriar la tangente a la superficie, es la que desde el 

rm(m+B) rm{m+3) 1 

determinado por los puntos I de (23.3) proyecta una varie
dad de dimensión 

m(m+l) 
2 

y orden— m(m + 1) (m + 2). 



SIGNIFICACIÓN DE ALGUNOS SÍMBOLOS 

Laa letras u, ti representan variables numéricas (parámetros) 

«>.= du*· 

Las letras x, Zuflv >• •• ^̂ i ^ • • • representan puntos en un espacio de un 
número de dimensiones bastante grande. 

x(ii,v) ponto corriente sobre una dada superficie 

x.ua^^=,— — extremo del vector derivada con origen en a; (00) 

Los pnntos ^" se consideran generalmente como funciones de laa va
riables Vi, 

ent — parte entera del quebrado ~ . 

F" variedad algebraica de dimensión m j orden n 

^iVtO) variedad engendrada por los |p{—osculadorea a las curvas de la 
superficie lugar del punto ÍC{U¡V)J<^Q pasan por el punto o;(00) con \q\—os-
culador común (Q<CP)< 

S(,p/i) espacio lineal de dimensión mínima que contiene W{p,q) 

a (,p,q) dicha dimensión. 

ALGUNOS NÚMEROS 

W(1,0) 

ïr(2, i ) 
ir(2,0) 

TK(3,2) 

"'(3,1) 
JF(3,0) 

W(,4,3) 
1^(4,2) 
TK(4,1) 
TC(4,U) 

Dimemión 

.2 

3 
4 

4 
5 
6 

5 
6 
7 
8 

Orden 

1 

1 
2 

1 
I 
S 

1 
1 
2 

14 

a(p,q) 

2 

3 
5 

4 

5' 
9 

5 
6 
8 

14 

ir(5;4) 
JF(5,3) 
JF(5,2) 

TF(5,1) 
ir (5,0) 

IF-(6,5) 
W(6,i) 
JF(6,3) 
W(6,2) 
1F(6,1) 
JF(6,0) 

Dimensiín 

6 
7 
8 
9 

10 

7 
8 
9 

10 
H 
12 

Orden 

1 
1 
1 
4 

42 

1 
1. 
1 
2 

12 
124 

"(Pií) 

6 
7 
8 

11 
20 

7 
8 
9 

11 
15 
27 
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