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1. EL EDIFICIO MATEMATICO

Para analizar la influencia de Einstein en la Matemitica, conviene
hacer un repaso de cémo esta ciencia se ha ido desarrollando y de las dis-
tintas modalidades de trabajo con que los mateméticos han actuado en esta
obra creadora. .

Podemos sefialar tres actitudes, complementarias y no excluyentes, que
ban presidido el progreso matemético, a saber:

a) Resolver problemas, para lo cual la facultad preponderante es el
talento; b) Crear nuevas ramas, para lo cual la facultad preponderante es
la imaginacién; c) Motivar ciertas direcciones de estudio, para lo cual se
necesita principalmente ingenio.

Vamos a detallar y a ejemplificar estas distintas actividades.

a) Resolver problemas.- Muchas veces el edificio matemético avanza
dejando grietas por llenar. Se trata de problemas propuestos que se plantean
a los mateméticos y quedan como un reto a su talento. A veces estos pro-
blemas tardan siglos en resolverse. No es una tarea fécil, pues el hecho de
haber pasado por el tamiz de otros matemfticos que no lograron resolver-
los, es un indice de dificultad, tanto mayor cuanto més tiempo llevan plan-
teados y no resueltos. Durante el Renacimiento, este fue un método de tra-
bajo usual entre los matemiticos. Se proponian problemas que se sometian
a la agudeza y habilidad de los expertos. Fueron famosos los Cartelli de
desafios mateméticos entre Ferrari y Tartaglia de los afios 1556 a 1560,
algunos dilucidados piblicamente, como el encuentro entre ambos matems4-
ticos en la iglesia de Santa Marfa del Giardino en Milén, el 10 de agosto
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de 1548, ante numerosos espectadores. Otro ejemplo fue el problema de la
“braquistocrona” (curva de caida de un cuerpo en tiempo minimo entre
dos puntos no situados en una misma vertical), propuesto en 1696 por
Johann Bernoulli a “‘todos los matematicos del mundo”, con la promesa de
“honor, alabanza y aplauso” a quien lograra resolverlo, lo que fue hecho
més tarde por el mismo Bernoulli.

Como ejemplos modernos de matematicos que se distinguieron por re-
solver problemas pendientes, se pueden citar a F. Lindemann (1852-1939)
que en 1882 demostré6 que el nimero “pi” (razén de la circunferencia al
didmetro) es trascendente, terminando con el secular problema de la cua-
dratura del circulo; G. D. Birkhoff (1884-1944) que demostré el llamado
“altimo teorema de Poincaré” en 1913 y el teorema ergédico, pendiente
desde muchos afios atrs, en 1932; J. Hadamard (1865-1963) que en 1896
resolvié un problema sobre la distribucién de los niimeros primos que habia
sido conjeturado por Legendre, Gauss y Riemann (el teorema dice que el
namero de primos inferiores a un dado niimero N es de un orden equiva-
lente al cociente entre N y el logaritmo neperiano de N). El mismo Hada-
mard, en 1923, al introducir la idea de “parte finita’’ en las integrales
impropias, resolvié varios problemas que habian detenido el progreso de la
teoria de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. En fecha més
reciente, cabe citar a K. Appel y W. Haken que en una ardua labor con-
junta, ayudada por computadoras, resolvieron el problema de los 4 colores,
pendiente desde mediados del siglo pasado. Este fue el primer caso, en la
historia de la matemaética, que un problema teérico fue resuelto por apara-
tos mecénicos (por consideraciones teéricas el problema se redujo a colo-
rear 2000 mapas de 200.000 maneras posibles, lo que exigi6 12000 horas de
computadora, cosa que no hubiera sido posible realizar a mano). Ver (.

b) Crear nuevas teorias.- Es un método de trabajo propio de los ma-
tematicos de mucha imaginacién, mediante el cual introducen en el edificio
matemadtico nuevas ramas, que al principio son féciles y muchas veces causa
extrafieza que no se hubieran descubierto antes. Estas teorias son luego de-
sarrolladas por el mismo descubridor o por otros mateméticos; el mérito
consiste en haber elegido teorias que luego resultan fructiferas y de gran
desarrollo. Aunque en mayor o menor grado todos los mateméticos han sido
creadores, como prototipos en que esta tendencia predomina notoriamente,
se puede citar a G. Cantor (1845-1918) creador de la teoria de conjuntos
que después invadi6 a toda la matemética y a Sophus Lie (1842-1899) crea-
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dor de la teoria de grupos continuos. Vistos desde la perspectiva actual, los
trabajos iniciales de ambos son féciles y simples. El mérito fue la novedad
y el acierto en su importancia futura.

También debe incluirse en el tipo de matematicos creadores a John von
Neumann (1903-1957), creador de la teoria de los juegos de estrategia cn
una fundamental memoria del afio 1928 (Mathematische Annalen, vol. 100,
pags. 295-320), teoria que luego se extendié y ramificé en muchas direc-
ciones y que, a través del libro Theory of Games and Economic Behaviour
(Princeton, 1947), escrito en colaboracién con O. Morgenstern, tuvo am-
plia repercusién, no sélo en economia, sino en todas las ciencias.

c) Motivar estudios.- Para el desarrollo de la matemitica es funda-
mental la motivacién. Ella puede originarse por las aplicaciones, como ocu-
rri6, por ejemplo, con muchas ccuaciones diferenciales y funciones especia-
les que fueron estudiadas por haber aparecido en un problema prictico
(ecuacién del calor, ecuacién de Navier-Stokes, funciones especiales de la
fisica). Con la programacién lineal se motivé el estudio de los politopos o
poliedros en espacios de varias dimensiones.

Muchas veces, la motivacién estd fuertemente influida por un factor
estético, debido en gran parte al modelo con que se viste o adorna la ma-
temética. Por ejemplo, si se propusiera considcrar expresiones algebraicas
que pueden deducirse a partir de tres niimeros reales x, y, z sujetos a la sola
condicién de que cada uno sea menor que la suma de los otros dos y mayor
que su diferencia, y luego buscar relaciones entre estas expresiones, proba-
blemente el desarrollo se terminaria pronto, por aburrimiento y falta dc in-
terés de los matematicos. En cambio, al considerar el tridngulo de lados
X, y, Z esta imagen geométrica orienta para descubrir expresiones algebrai-
cas que son interesantes. Por ejemplo, las expresiones de las medianas, bi-
sectrices, alturas, radio del circulo inscrito... aparecen por su interés geo-
métrico y la bisqueda de relaciones entre estas expresiones tiene un sentido
geométrico que mueve el interés para su estudio. Han surgido asi un sin-
nimero de igualdades y desigualdades, que sigue creciendo dia a dia, y
que su Unica razén de ser es su interpretacién geométrica. Prescindiendo de
ella, serian desigualdades entre funciones que aparecerian de manera arti-
ficial y posiblemente nunca se hubieran estudiado. A este respecto puede
verse el libro de O. Bottema y otros sobre desigualdades geométricas (4.

Otro ejemplo del mismo estilo lo constituye la Geometria Diferencial,
que esencialmente no es mis que un capitulo de la teoria de las ecuacio-
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nes diferenciales, en el cual el lenguaje geométrico (plano tangente, curva-
tura, paralelismo, geodésicas...) sirve para seleccionar aquellas ecuaciones
cuyo estudio ofrece interés.

A veces basta una palabra afortunada para que todo un capitulo de
la matemaitica se desarrolle con impetu. Es bien conocida, por ejemplo, la
reciente irrupcién en el campo de la mateméitica de la teorfa de las “ca-
tastrofes” de René Thom. Se trata de la clasificacién de ciertas singulari-
dades, entre las cuales Thom encontré algunas especiales a las que llamé
“catdstrofes” (de las cuales hay 7, tantas como antorchas y tres mis que
jinetes en el Apocalipsis). Este nombre y niimero afortunados, hicieron que
la teoria se extendiera como reguero de pélvora por todo el mundo y a
muchas disciplinas laterales (biologia, sociologia, economfa) con agudas
discusiones entre los partidarios de las “catastrofes” (Thom, Zeeman) y los
enemigos de las mismas (Sussman, Zahler), discusiones que seguramentc
nunca hubieran aparecido si el nombre se hubiera limitado a “singularida-
des discontinuas” o a otros menos impactantes. Es el poder de la palabra:
““Denn wo Begriffe fehlen, da stellt ein Wort zur rechten Zeit sich ein”
{Goethe). Un interesante y equilibrado juicio sobre las catistrofes puede
verse en la recensién de S. Smile del libro “Catastrophe Theory: selected pa-
pers” de E. C. Zeeman (Addison-Wesley, 1977), publicado en el Bulletin
of the Amer. Math. Society, vol. 84, 1978, pégs. 1360-1368.

2. EINSTEIN: (INTUITIVO O ABSTRACTO?

¢Cudl es el papel de Einstein en la ordenacién anterior de la Mate-
matica? Nuestro objeto va a ser mostrar que su influencia esencial fue como
‘motivador’’ de ciertos estudios matemaéticos, es decir, fue un exponente de
la tercera de las actitudes que hemos considerado. Concretamente, al vestir
con ropaje de las ciencias fisicas ciertas ideas mateméticas, Einstein motivd
un rapido y valioso crecimiento de estas ideas. Muchos matematicos se de-
dicaron al estudio de la teoria de grupos y, sobre todo, de la geometria
diferencial, empujados por la interpretacién fisica que sus resultados adqui-
rian gracias a Einstein. Puede decirse que Einstein no cre6é matemitica,
fue ciento por ciento fisico, pero mostré6 a los matemdticos direcciones de
estudio importantes, que resultaron luego valiosas también para la misma
matematica.

Desde este punto de vista no cabe encasillar a Einstein en una de las
dos ramas en que a veces se ha clasificado a los mateméticos: intuitivos o
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abstractos. Recordemos a este respecto las palabras de Félix Klein (1849-
1925) al decir: “pareceria que una natural y fuerte intuicién es atributo
de la raza teutona, mientras que el sentido critico y el pensamiento légico,
estuviera mas desarrollado entre las razas latina y hebrea” (Evanston Coo-
quium, 1893). Opinién que motivé la protesta del francés P. Duhem (1861-
1916), segun el cual, lo que ocurre es precisamente lo contrario. Pareceria
que en esta discusién, que se suscita periédicamente, ningiin matemético
quiere ser catalogado como “abstracto”, autocalificindose de ‘‘intuitivo”, a
pesar de que en sus escritos la intuicién no aparece y mis bien son ejem-
plos de puros y ordenados razonamientos légicos, sin figuras ni referencias
a ejemplos sensibles. La atribuciéon de estas caracteristicas a razones raciales
parece poco fundada y, en todo caso, deberia basarse en estadisticas cons-
cientes, pues la referencia a muestras aisladas puede conducir a cualquier
resultado, nunca significativo. Por ejemplo, dentro de los alemanes, se tiene
a Riemann, sin duda intuitivo, y a Weierstras, abstracto por excelencia, y
entre los franceses, a Cauchy, intuitivo, y a Hermite, modelo de abstrac-
cién. Esta discusién se resucité en Alemania en los afios 30, pero casi siem-
pre con manifiesta parcialidad politica (ver algunas piginas del Jahresbe-
richt der Deutsch Math. Vereinigung, 2a. parte, vol. 44, 1934, pégs. 1-11).

Para el caso de Einstein, si tuviera sentido clasificarlo como matema-
tico, no hay duda de que se trata de un intuitivo evidente. Las férmulas
m4s abstractas, toman en él un significado intuitivo que asombra por su
claridad y permite comprenderlas mucho antes de llegar légicamente a ellas.

3. LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA

En 1905 publicé Einstein su famosa memoria ‘‘Sobre la electrodinimi-
ca de los cuerpos en movimiento” (4 en la cual introduce la teoria de la’
Relatividad Restringida o Especial. Se trata de un trabajo fundamental,
puramente fisico en sus resultados y su estructura. La matemética utilizada
es elemental: poco mais de la usual en un primer curso universitario. En
vez de buscar la explicacién de las férmulas de Lorentz dentro de la fisica
clisica, como intentaban Lorentz y Poincaré, las toma audazmente como
punto de partida y las deduce de los principios fundamentales de la inva-
riancia de las leyes de la fisica por traslacién uniforme de los sistemas de
referencia (principio de la relatividad, que vale también para la mecinica
cldsica) y del principio de la constancia de la velocidad de la luz en el
vacio, que es el que realmente distingue la mecénica relativista de la clé-
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sica. Aunque en las férmulas de transformacién deducidas de estos princi-
pios, el tiempo aparece vinculado con las coordenadas de espacio, Einstein
no explota la idea de espacio-tiempo, la cual aparece por primera vez, con
toda su potencia y claridad, en una conferencia memorable del matematico
H. Minkowski (1864-1909) titulada “Espacio y Tiempo”, pronunciada en
Colonia el 21 de setiembre de 1908 “9),

Puede decirse que la teoria de la relatividad, y por tanto Einstein, en-
tran en el campo de la matemética a través del trabajo de Minkowski. Los
principios en que se basa la teoria de la relatividad se formulan mateméti-
camente diciendo que las leyes de la fisica deben ser invariantes respecto
de las transformaciones lineales de coordenadas que dejan invariante la for-
ma cuadritica ds2 = c2dt2 . dx2dy2dz2, transformaciones que forman un
grupo que desde entonces se llamé el grupo de Lorentz. El estudio de este
grupo ha dado lugar a una extensa bibliografia de trabajos puramente ma-
tematicos. La posible aplicacién a la fisica motivé los estudios en esta di-
reccién, motivacién que aument$ en la década de los afios 20 con la me-
cénica cuéntica relativista. Desde entonces, la teoria de grupos, en su origen
puramente matemética, ha sido esencial para la fisica. Detalles sobre el
grupo de Lorentz y sus generalizaciones pueden verse en el libro de H. Boer-
ner 9, La relatividad especial motivé el estudio del espacio-tiempo, como
espacio plano de 4 dimensiones con métrica indefinida, y con»ello se impul-
saron las geometrias no euclidianas y la teoria de grupos en ellas.

4. LA RELATIVIDAD GENERAL

Una vez introducida la idea del espacio-tiempo, como hizo Minkowski
inspirado en los trabajos de Einstein, la generalizacién a espacios curvos era
natural y se disponia de todos los elementos para ello. Minkowski fallecid
en 1909, pocos meses después de su conferencia de Colonia. Es imposible
predecir lo que hubiera hecho, pero pensando en el espiritu generalizador
de todo matemético, una vez en posesibn del espacio-tiempo como es-
pacio de Riemann ‘“plano’’, parece natural que se hubiera propuesto con-
siderar el caso de un espacio de Riemann curvo, con la métrica general
ds2=g,,;dx;dx;. Las herramientas mateméticas necesarias para ello eran bien
conocidas por los gedmetras desde la clisica memoria de Ricci (1853-1952)
y Levi-Civita (1873-1941), sobre el Célculo Diferencial Absoluto, de 1901 ¢,
Llama la atencién de que la generalizacién, que le hubiera conducido a la
relatividad general, no fuera hecha por Levi-Civita, que ademés de ge6-
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metra era especialista en mecénica racional. Tal vez le falté la audacia de
proseguir con ideas tan poco intuitivas, y en aquellos momentos todavia dis-
cutidas, como las que estaban en la base de la relatividad. .

El hecho es que ningin matemético aproveché la oportuhidad y fue
nuevamente Einstein quien emprendié la tarea de ver qué pasaba en espa-
cios-tiempos curvos. Para Einstein, fisico joven, la tarea miés dificil fue la
de aprender el cilculo diferencial absoluto (célculo tensorial) de Ricci y
Levi-Civita. Ello le llevé tres o cuatro afios a partir de la memoria de
Minkowski de 1909. Sus trabajos al respecto empezaron en 1913 (16) (:7) (12)
(19) y culminaron con una memoria famosa en la que resume todos estos tra-
bajos, publicada en 1916, titulada “los fundamentos de la Teoria General
de la Relatividad” @9,

Esta memoria del afio 1916 consta de dos partes. En la primera reine
todo lo que necesita de cilculo tensorial y no contiene ninguna novedad,
pues todo ello estd en la memoria citada de Ricci y Levi-Civita. Sin em-
bargo, es de observar la claridad de exposicién y el ahorro de simbolos que
significé la simple observacién de que, para simplificar la escritura “con-
vendremos en que siempre hay que sumar, salvo indicacién expresa en con-
trario, respecto de un indice que aparezca dos veces en un término de una
expresién”. Esta simple observacién, que desde entonces se llama “conven-
cién de Einstein” contribuyé mucho a simplificar el simbolismo y facilitar el
manejo del cilculo tensorial. Siguen después las llamadas ecuaciones del
campo gravitatorio y las aplicaciones de las mismas. Aqui es donde se des-
taca el genio de Einstein al no detenerse ante la atrevida idea de expli-
car la gravitacién por la curvatura del espacio.

Se trata de uno de cstos descubrimientos de la historia de la Ciencia,
que son hermosos y fascinantes por su simplicidad conceptual y su natural,
casi obligada, manera de aparecer. Veamos los pasos sucesivos:

1) Habia que elegir una geometria para el espacio-tiempo. La inica
geometria conocida en la época era la llamada geometria de los espacios de
Riemann, generalizacién natural de la teoria de superficies curvas de Euler
y Gauss. Por esto se tom6, como postulado principal, implicito por su obli-
gatoriedad, en la memoria de Einstein que ‘‘el espacio-tiempo es un espacio
de Riemann”.

2) Una vez sentado que el espacio-tiempo es un espacio de Riemann
de 4 dimensiones, para caracterizarlo hay que determinar los 10 coeficientes
gi;, componentes del tensor fundamental simétrico del espacio (potenciales
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gravitatorios segtin Einstein). Para ello se necesitan 10 ecuaciones, que de-
ben ser tensoriales, para que su cumplimiento no dependa del sistema de
coordenadas, y por lo tanto sus primeros miembros deben ser componentes
de un tensor. El primer tensor de 10 componentes estrictas que se encuentra
al estudiar los espacios de Riemann de 4 dimensiones, es el tensor simé-
trico Ry;, llamado tensor de Ricci. No habia, por tanto, otra alternativa, y
Einstein toma como ecuaciones para determinar los potenciales gravitatorios
giy las ecuaciones R;;=0 (ecuaciones de la gravitacién en el vacio).

3) Si no se trata del vacio, hay que introducir de alguna manera un
tensor representativo de la materia-energia, convenientemente definido. Re-
presentindolo por T,;, la primera idea es poner R,;=T),, (por analogia a
las ecuaciones de Poisson de la teoria del potencial clisico). Con esta in-
terpretacién y puesto que la divergencia de T, debe ser nula (principio de
conservacién de la energia, o de la materia-energia), resulta que deberia ser
nula la divergencia de R,;. Como no ocurre asi, Einstein se vio obligado a
sustituir R, por el tensor G,;=R,,-(2)Rg,,, llamado desde entonces tensor
de Einstein, en el cual R es la curvatura escalar del espacio. Descubre en-
tonces que las cuatro identidades divergencia de G,;==0, no son otra cosa
que las ya entonces bien conocidas identidades de Bianchi (Bianchi, Lezioni
di Geometria Differenziale, vol. 1, 1902, p. 351). Para los geémetras esto
fue un poderoso incentivo para seguir con estos estudios. Puede decirse que
Einstein convirti6 en piedras preciosas mucho materiales que los matemé-
ticos habian elaborado en bruto sin haber sacado el brillo de cada una de
sus partes. El solo hecho de que las identidades de Bianchi representaran cl
principio de conservacién de la energia, valorizé a las mismas y a toda la
geometria diferencial de su alrededor.

Por otra parte, la existencia de las cuatro identidades div G,;==0, era
una necesidad matemitica. En efecto, si las diez ecuaciones G;,=T,, fue-
ran independientes, las funciones g,; quedarian completamente determina-
dasdas, lo que no puede scr, pues ellas estin solamente determinadas “salvo
un cambio de coordenadas”, es decir, salvo 4 funciones arbitrarias.

4) Las ecuaciones de la gravitacién G,;=T,;, para el caso de un es-
pacio vacio, con un solo punto singular (caso del Sol y los planetas, o caso
de simetria esférica) fueron integradas por Schwarzschild, obteniendo su
clésica solucién que explica la mecénica del Sistema Solar, sin necesidad de
la fuerza de atraccién en que se basaba la mecinica de Newton. Se traté
entonces de aplicar dichas ecuaciones “en grande”, a todo el universo, para
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tratar el llamado problema cosmolégico. En este punto ocurre un hecho sig-
niflcativo para la filosofia de la ciencia. Al integrar las ecuaciones G,=T|;
para el caso de un espacio cubierto de manera uniforme por materia de
densidad constante, Einstein encuentra en 1917 que el sistema no tiene so-
lucién estitica v se ve obligado a introducir en sus ecuaciones un término
adicional Mgy, siendo A una constante, que se llamé la constante cosmold-
gica, suficientemente pequefia para que no perturbara los resultados favo-
rables ya obtenidos para el Sistema Solar. Es decir, Einstein no creyé dema-
siado en sus ecuaciones y prefirié cambiarlas en vez de mantenerlas a todo
trance y analizar las consecuencias de un universo no estético, no acorde con
la intuicién (prejuicio aristotélico de la inmutabilidad del universo), pero
no légicamente contradictorio. Pero ocurrié que en 1931, Hubble descubrié
la “expansién del universo”, la cual, precisamente, estd prevista por las
ecuaciones primitivas de Einstein, cuyos resultados estuvieron de acuerdo
con los experimentales de Hubble. Este universo no-estitico habia sido ob-
tenido por A. Friedmann @% en 1922, como posible solucién de las ecua-
ciones gravitatorias de Einstein sin término cosmolégico, pero se abandoné
por falta de base experimental. ‘

Esta falta de fe en sus ecuaciones, la reconoce Einstein en su libro ‘‘El
significado de la Relatividad” 1% al decir “si se hubiera conocide la ex-
pansién de Hubble en la época de la creacién de la teoria general de la
Relatividad, jam4s se hubiera introducido el término cosmolégico”. Desde
entonces, Einstein abandoné siempre este término de sus ecuaciones, aunque
otros autores, por ejemplo, Eddington, lo utilizaron como una cons-
tante mas, Gtil para sus especulaciones sobre el universo.

5. LA RELATIVIDAD GENERAL Y LA MATEMATICA

Una vez establecido por Einstein que la gravitacién no es més que una
consecuencia de la geometria del espacio-tiempo, muchos mateméticos se de-
dicaron al estudio de los espacios de Riemann, incentivados por esta repen-
tina e insospechada aplicacién de su ciencia. El servicio prestado por Eins-
tein a la geometria fue substancial. He aqui algunos datos:

a) Los espacios caracterizados por G,;=0, o sea Ri;=ag;, (donde a es
una constante) se llamaron “espacios de Einstein” y han dado lugar a
innumerables memorias (31 (%) (48) (87 No solamente para la Geometria,
sino que también en la teoria de los grupos continuos, los espacios de Eins-
tein resultaron de interés (ver Eisenhart) (0),
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b) Los mejores gedmetras de la época derivaron sus estudios hacia los
espacios vinculados con las ecuaciones de Einstein. E. Cartan (1869-1951)
®) demostré que el tensor de Einstein G,; ampliado con el término cos-
molégico, es el tinico (salvo un factor constante) que se puede formar con
los g1, y sus dos primeras derivadas, siendo lineal en las derivadas segundas
y teniendo divergencia nula. Este resultado, intuido por Einstein, es fun-
damental para la justificacién y belleza de la teoria, pues prueba que no
hay alternativa posible cn la eleccién de las ccuaciones gravitatorias dentro
de un nivel de sencillez y naturalidad. Como prueba de la incomunicaciéa
que la primera guerra mundial (1914-1918) dejé entre los cientificos euro-
peos, son interesantes las palabras de E. Cartan en la introduccién de su me-
moria citada : “Dada la dificultad que encuentro en conocer Jas memorias
aparecidas en cl extranjero durante y después de la guerra, no estoy completa-
mente seguro de que este resultado no haya sido demostrado por otros”.

¢) Después de la Relatividad General, pricticamente todos los textos
de geometria diferencial prestaron atencién a la geometria del espacio-tiem-
po y a los problemas de la misma. Nacié un nuevo puente entre la fisica y
la matematica, que fue seguramente til a ambas ciencias. Incluso, a veces,
la intercién superaba a la realidad y asf el conocido tratado de W. Blaschke
(1885-1962) @, que fue libro de texto en muchas universidades europeas
entre 1920 y 1940, incluye en el titulo “fundamentos de la relatividad de
Einstein”, aunque luego no trata nada de esta teoria.

d) El problema cosmolégico de la relatividad general, dio lugar a
contribuciones de mucho interés para la geometria. Los clasicos universales
de Einstein, De Sitter, Lemaitre y Friedman (que pueden verse por ejem-
plo en el libro de Couderc) ¥ y en las memorias de De Sitter (11 y Coxe-
ter (9, son ejemplos de espacios con importantes propiedades geométricas.
También deben mencionarse los espacios de Godel ©% y, posteriormente,
muchos otros como los de Taub, Kruskal, Kerr, Reissner-Nordstrom, cuyo
estudio ha signifiado un gran progreso para el conocimiento de la geometria
diferencial y la topologia de las variedades de 4 dimensiones con métrica
hiperbélica. Ver, por ejemplo, el articulo de Roger Penrose ) y varios
trabajos de Geroch @9 y Lerner () entre otros. También varios aspectos
de la topologia y de las integrales de formas diferenciales sobre variedades
han sido puestos de manifiesto en vistas a problemas suscitados por la rela-
tividad, como puede verse en la Geometrodindmica de J. A. Wheeler ¢6),
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En los ditimos afios, las aplicaciones de la Relatividad General a la
cosmologia han surgido con renovado interés. Han aparecido muchos tra-
bajos de importancia, no solamente para la astronomia, sino también para
]a misma mateméitica Puede verse al respecto los libros dc Weinberg (),
Misner-Thorne y Wheeler 9 y la puesta al dia, dirigida a matematicos,
de Sachs y Wu . El avance de la técnica para la exploracién del uni-
verso, ha puesto de manifiesto nuevos fenémenos como los ‘‘agujeros ne-
gros” (black holes), regiones del espacio en las cuales un campo gravitacio-
nal muy intenso impide la salida de toda particula material o sefial lumi-
nosa o cualquier tipo de radiacién, cuya explicacién a través de la Relati-
vidad General obliga a crear nuevos tipos de espacios-tiempo y al estudio
de su geometria.

Recientemente, también la teoria de las variedades complejas se ha vin-
culado con los problema derivados de la teoria de la gravitacién de Eins-
tein. En este sentido promete ser importante el estudio de los llamados
“twistors” (torbellinos) introducidos por R. Penrole, que son nuevos obje-
{os geométricos (como son los tensores y los espinores) formados por un
espacio de 4 dimensiones complejas y una forma hermitiana indefinida en
el mismo Se puede ver para ello el libro de E. J. Flaherty ), varios tra-
bajos de Penrose ¢ (59 y la interesante cxposicién de conjunto de R. O.
Well, jr. (3.

6. EL PROBLEMA DE LA UNIFICACIION DE LOS CAMPOS

La Relatividad General tuvo gran influencia cn el desarrollo de la geo-
metria de Riemann, pero inmediatamente después dc esa teoria, que expli-
caba perfectamente la gravitacién, surgié cn Einstein el deseo de obtener
por la misma via, una teoria més general, que abarcara también el campo
electromagnético. Es decir, una teorfa en que las ccuaciones de Maxwell
resultaran también como consecuencia de la geometria del espacio-tiempo.
Mis tarde, al aparecer otros campos (campos nucleares), la idea se exten-
dié también a éstos, y nacié el problema de encontrar una teorfa unificada,
que comprendiera en una misma interpretacién geométrica a todos los cam-
pos conocidos. En este problema trabajé Einstein todo el resto de su vida.
No llegb a resultados interesantes en fisica, pero despert6 el interés de los
mateméticos para crear nuevas geometrias, a las que él mismo contribuyb
en distintas oportunidades. Vamos a mencionar algunas de estas teorias,
todas ellas m4s bien de caricter matemético que fisico.
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Puesto que en el espacio-tiempo riemanniano se necesitan todos sus ele-
mentos para explicar la gravitacién, habia que buscar otra geometria con
mis elementos iniciales. Una primera direccién fue la de suponer que cl
espacio-tiempo tiene mas de 4 dimensiones, con la idea de interpretar las
componentes de las dimensiones suplementarias como responsables de los
otros campos. En este sentido, los primeros trabajos fueron los de T. Ka
luza 49 y O. Klein “0, En ellos el espacio-tiempo es riemanniano de 4
dimensiones, pero estd sumergido en otro espacio de 5 dimensiones. Con ello
el nimero de componentes del tensor fundamental aumenta a 15 y por
tanto se dispone de 5 de ellas para interpretar el campo electromagnético
En esta direccién, desde el punto de vista matemaético, no se introduce nada
nuevo, puesto que no se sale de la geometria de Riemann. Sin embargo,
también la geometria de sub-espacios de un espacio de Riemann se vio im-
pulsada y alcanz6 nuevos progresos por este afdn de conseguir una teorfa
unificada satisfactoria. Cuando m4s tarde se quiso incluir en la unificacién
el campo mesénico, se Zumenté el nimero de dimensiones a 6 o mas. Mu-
chos autores, entre ellos el mismo Einstein, trabajaron en este sentido. Ci-
taremos como contribuciones importantes, las de Hoffman 3% y Thiry (59,
Una exposicién de esta Gltima se encuentra en el libro de A. Lichnero-
wicz %),

Una variante de estas teorias multidimensionales se obtuvo al querer
dar una interpretacién a las dimensiones superiores a la cuarta. Con O.
Veblen ') se originaron las teorias proyectivas, de gran interés matemi- -
tico, que interpretan la quinta variable, no como coordenada de una di-
mensién mds, sino como la coordenada homogénea del espacio-tiempo ori-
ginal de 4 dimensiones. Estas teorias proyectivas obligaron a crear el con-
cepto de tensor proyectivo (o ‘‘proyector”) y el cdlculo tensorial correspon-
diente. Como contribuciones notables en esta direccién, cuya literatura es
muy abundante, citaremos el libro magnifico de P. Jordan ), de mucho
interés matemitico, y una monografia de G. Ludwig (@),

También se ensayé sustituir la métrica de Riemann por una métrica de
Finsler (Schaffahauser-Graf (¥7), Horvath @) o una geometria conforme
(Ingraham “1V) o, mis particularmente, una geometria invariante por
transformaciones semejantes (Hoffmann ®2)), Todos estos ensayos quedaron
en contribuciones a las geometrias respectivas, aunque el interés fisico fue
€scaso.
Pero la idea més importante y fructifera desde el punto de vista ma-
temético, fue la de considerar que el dato inicial del espacio, en lugar de
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ser una métrica de Riemann, fuera una “conexién afin’’, o sea, un conjunto
cspecial de funciones que permitieran definir en el espacio un “paralelis-
mo” entre vectores. M4s concretamente, asi como a partir del tensor funda-
mental gy, en los espacios de Riemann se pueden definir los simbolos de
Christoffel y con ellos escribir las ecuaciones de las geodésicas y del para-
lelismo, surgi6 la idea, principalmente debida a H. Weyl (84 (85) y 4 E. Car-
tan ® de construir la geometria del espacio partiendo directamente de las
componentes de una conexién, que tenga propiedades anilogas a las de
los simbolos de Christoffel y que, por tanto, permitan definir ciertas curvas,
llamadas trayectorias o caminos, cuyas ecuaciones son anilogas a las de las
geodésicas de los espacios de Riemann. A partir de los coeficientes de la
conexién, también se pueden definir tensores de curvatura y desarrollar
mucha geometria del espacio.

Asi nacieron los espacios de conexién afin, y posteriormente los de co-
nexién proyectiva y ain otros mds generales, todos los cuales han pasado a
ser fundamentales en la moderna geometria diferencial. Pero lo que nos
interesa sefialar es que, a pesar de que luego evolucionaron en direcciones
muy diversas, en su origen y en sus progresos iniciales, el motivo perseguido
cra el problema de la unificacién de los campos, por lo que hay que reco-
nocer que Einstein tuvo un papel fundamental en su creacién. Ver por
ejemplo, los trabajos ® () (24), Son interesantes al respecto, las cartas in-
tercambiadas entre Einstein y Cartan en las postrimerfas de la década de
1920, editadas por R. Debever (19,

Dentro de las teorias afines, que tienen como base una conexién afin,
en condiciones variables, las obras fundamentales son las de H. Weyl (6),
Eddington 12) y la excelente exposicién de E. Schrodinger (58) quien tra-
bajé6 mucho sobre el problema en distintas memorias. Como obra enciclo-
pédica debe mencionarse el libro de M. A. Tonnelat (60,

Seria largo describir todos los trabajos de Einstein en los cuales, bus-
cando una teoria unificada, fue dejando resultados de interés matemético,
con ideas que fueron luego muchas de ellas desarrolladas por alumnos y
colaboradores. Entre estas tltimas hay que mencionar un trabajo de 1944,
publicado por Einstein, parcialmente en colaboracién con V. Bargmann 39,
en el cual se da comienzo a una teoria de “bivectores” o tensores depen-
dientes de dos puntos del espacio, teoria abandonada, pero que desde el
punto de vista matemitico posiblemente mereceria todavia ser considerada
con cierto detenimiento y atencién. .
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7. LA ULTIMA TEORIA DEL CAMPO UNIFICADO

En 1950 publicé Einstein su Gltima teorfia del campo unificado, como
apéndice a la tercera edicién de su libro “El Significado de la Relativi-
dad” (7, teoria que en posteriores ediciones modificé ligeramente.

Desde el punto de vista matemético, la nueva teorfa inicia el estudio
de un nuevo tipo de espacios, de 4 dimensiones, en los cuales el tensor fun-
damental g,; deja de ser simétrico, por lo que se distingue de los espacios
de Riemann. Adema4s, el tensor fundamental est4 estrechamente vinculado
con cierta conexién afin del espacio, tampoco simétrica. Se trata, en reali-
dad, de espacios cuyos elementos iniciales son un tensor de segundo orden
no simétrico y una conexién afin, tampoco simétrica, cuyas componentes es-
tan intimamente ligadas por ecuaciones tensoriales (ecuaciones del campo),
faciles de escribir pero muy dificiles de resolver. Del tensor g, la parte
simétrica sirve para definir el campo gravitatorio (como en la Relatividad
General) y la parte antisimétrica deberia estar vinculada al campo elec-
tromagnético.

El hecho de suponer que g;; no es un tensor simétrico, permite una
mayor variedad en las operaciones de ascenso y descenso de indices del
cilculo tensorial, y da origen a diversos tipos de derivacién covariante y
por tanto a nuevos tensores anilogos al de curvatura del caso simétrico.
Eisenhart %) (29 ha bautizado a estos espacios con el nombre de espacios
de Riemann generalizados y varios autores han trabajado en ellos, pero casi
siempre desde el punto de vista matematico, puesto que la teoria no tuvo
ni ha tenido hasta el presente mayor trascendencia fisica. Aparte los resul-
tados del mismo Einstein, como su generalizacién de las identidades de Bian-
chi a los nuevos espacios (®%), los resultados méis profundos fueron debidos
a Tonnelat ¢0  Hlavaty 37 y Lichnerowicz (7). El libro de Hlavaty 7
asi como una serie de trabajos del mismo autor, contienen muchos resulta-
dos interesantes, todos ellos consecuencia de la idea inicial de Einstein.

Desde el punto de vista de la Fisica, esta teoria de Einstein de 1950
no ha tenido éxito, a pesar de las esperanzas de Einstein y de algunos de
sus seguidores. Asi por ejemplo, L. Infeld escribia en 1951: ‘“La fisica mo-
derna utiliza la mecdnica cuantica para el interior del 4tomo. Ciertamente
que no estid claro cémo sus leyes pueden deducirse de la ultima teoria de
Einstein, pero no debemos ser demasiado escépticos: la obra de Einstein
siempre ha chocado temporalmente con dificlultades y con el escepticismo
de muchos, debido a que su genio ha ido adelantado sobre sus tiempos.
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Esto ha ocurrido dos veces, cuando la relatividad especial (1905) y cuando
la relatividad general (1916) y puede muy bien ser que haya sucedido de
nuevo al traspasar la mitad de este siglo veinte’’ “9),

El principal defecto de la teorfa, a nuestro entender, es su excesiva
libertad en la eleccién de las ecuaciones del campo. La fuerza de la Rela-
tividad General, como ya observamos, es que sus ecuaciones estin bien de-
terminadas dentro de ciertas hipétesis naturales de simplicidad. Otras cua-
lesquiera serian mis complicadas. Ello hace pensar que se est4 en la teoria
adecuada. En cambio, en la ultima teoria de Einstein del campo unifica-
do, las posibles ecuaciones del campo son muchas, todas ellas con iguales mé-
ritos. Es dificil imaginar que la Naturaleza haya elegido una teoria que se
presenta en igual plano de igualdad que otras varias. Dentro del mismo mo-
delo geométrico, el mismo Einstein propone primero unas ecuaciones del
campo, que constituyen el llamado ‘“‘sistema fuerte” y poco después, preo-
cupado por su posible incompatibilidad, propone las del “sistema débil”, que
pueden deducirse de un principio variacional y por tanto tienen asegurada
su compatibilidad. Pero ain en este caso, con el mismo grado de complica-
ci6n, hay varios lagrangianos posibles y Einstein, como posibles criterios dc
eleccién, propone varios de ellos, como el de ‘“‘simetria pseudo-hermitiana’
o el de “lambda’’ invariancia, pero asi y todo la ideterminacién subsiste. En
varios trabajos, recopilados en (%) hemos intentado sistematizar todos los
lagrangianos y por tanto todas las posibles ecuaciones del campo, todas den-
tro de unas mismas condiciones de maxima simplicidad, dentro de la geo-
metria elegida. Tal vez esta indeterminacién sea la causa, de naturaleza fi-
loséfica, del por qué la teorfa no estd dirigida segtin el verdadero camino.

Pero el hecho de que hasta el momento no haya resultado una teoria
util a la Fisica, no impide pensar que pueda serlo en el futuro. Por otra
parte, como teoria matemdtica ticne su interés y ha planteado problemas de
naturaleza muy variada, como puedc verse en el libro ya mencionado de
Hlavaty, Como culminacién de su obra, al filo de los 70 afios de edad,
Einstein indicé a los matematicos nuevas lineas de investigacién. La geome-
tria se vio enriquecida con nuevos espacios y nuevas estructuras. Y la historia
prueba que toda nueva adquisicién matemdtica, tarde o temprano presta
servicios a la fisica, lo que, por otra parte, no es mis que una consecuencia
natural de la unidad de la Naturaleza, incluido en su conjunto el hombre y

su pensamiento.
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7. APENDICE: LA ACTUAL FISICA MATEMATICA

La influencia de Einstein en el desarrollo de la Matemitica es una ten-
dencia general que se acentia rdpidamente. La Fisica actual necesita cada
vez mis la Matemitica y ain, posiblemente, de nueva mateméitica todavia
desconocida. De aqui, que, como acicate para el progreso de esta dltima
ciencia, el papel de la Fisica es cada dia mas valioso.

La Matemitica pertenece al mundo de las ideas, pues, “sin utilizar nada
de sensible, no se sirve mis que de las ideas para ir, mediante ideas, a otras
ideas, y terminando en ideas” (Platén, Reptblica, 511, b). La Fisica, en
cambio, se refiere desde Aristételes, al movimiento o cambio de los entes y
va unida a la observacién del mundo exterior. Cuando esta observacién se
realiza a través de nuestros sentidos, la experiencia secular o milenaria
hace que los resultados estén de acuerdo con la intuicién y la Matemética
no juegue otro papel que la de permitir cuantificar con exactitud los resul-
tados experimentales que, en cierto modo, eran de esperar o adivinar.

Antes del Célculo Infinitesimal, l]a Matemé4tica ayudaba a la Fisica tan
s6lo suministrando modelos geométricos (por tanto, visibles) como las cir-
cunferencias o elipses de las trayectorias planetarias, o los poliedros regulares
con los que Platén identificaba los corpisculos elementales de Demécrito o
ias cuatro componentes tierra, agua, aire y fuego de la Naturaleza. Con cl
Célculo, la Matemitica hizo posible el estudio cuantitativo del movimiento
y la fisica matemitica alcanzé el desarrollo esplendoroso de los siglos XVII,
XVIII y XIX en todas sus ramas: mecénica, éptica, electricidad, calor.
Estos éxitos hicieron creer que su base, la hoy llamada Mecénica Cl4sica,
era algo insustituible, que se habia encontrado con ella el verdadero camino
para explicar y entender la Naturaleza. Todo, método y resultados, era sa-
tisfactorio: se respetaba la légica y los resultados estaban de acuerdo con la
intuicién.

Todo ello anduvo bien, mientras los fenémenos que se estudiaban per-
manecian a la “escala humana”, vale decir, dentro de magnitudes de espa-
cio y tiempo no demasiado alejadas de las dimensiones del hombre. Pero al
entrar en el siglo XX, los avances de la técnica permitieron observar el
interior del 4tomo (espacios de 10-10 cm. y tiempos de 10-10 segundos) o
las nebulosas del Universo, a distancias de miles y millones de afios luz y
periodos de tiempo de millones de afios.

A estas escalas, nada tiene de particular que la intuicién fracase y en-
tonces el papel de la Matemética, que habia jugado tan sélo un papel de
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auxiliar de la intuicién, salta de golpe y pasa a jugar un papel decisivo.
Las teorfas fisicas del 4&tomo o del cosmos dejan de ser previsibles por la
intuicién y pasan a depender Gnicamente del tratamiento matemético. La
teoria de la Relatividad de 1905 rompi6 con toda idea intuitiva: la constan-
cia de la velocidad de la luz, la ley de composicién de las velocidades, la
equivalencia de la masa y de la energfa, no pueden ser intuitivas y cabe
aceptarlas tnicamente por no ser légicamente contradictorias y estar avala-
das por los hechos experimentales.

Con ello la Matemitica, en un principio auxiliar, pasa a rectora. Asi
como los nuevos fenémenos no pueden ser captados directamente por los
sentidos, si no tan sdlo a través de registros y placas fotograficas, su anilisis
puede ser hecho tnicamente por el cdlculo matemitico. Su explicacién ne-
cesita de “modelos” mateméticos con los cuales trabajar y poder predecir.
También los poliedros de Platén eran “modelos’ de las particulas elemen-
tales de su tiempo. La analogia existe, si bien en la actualidad los modelos
son més complejos y m4s variados: espacios de Riemann, espacios de me-
dida, autovalores de ecuaciones diferenciales, espinores, catéstrofes. ..

Einstein rompi6 con la intuicién, pero conservé la légica cldsica. Pero
iniciado el camino, la marcha sigui6 incesante. Todo el edificio matematico
fue tomado al asalto por los fisicos en busca de modelos para explicar los
fenémenos, que en progresién geométrica iban apareciendo en sus placas
fotogréficas o en sus pantallas o registros de computadoras. Se ensayaron y
se siguen ensayando todos los modelos posibles, atin los més extravagantes.
La intuicién como guia aproximada o como medio de comprensién de los
fenémenos queda completamente a un lado. Sélo se pide al modelo que
ande, no que se entienda el por qué anda. Y no solamente ésto, sino que
se han ensayado nuevas légicas. Tal vez, se dice, la fisica de lo infinita-
mente pequefio y de lo infinitamente grande no responda a la légica cla-
sica. Se entra asi en un campo de resultados imprevisibles.

Einstein termin con la intuicién, pero conservé la légica. Actualmente,
tambalea también este firme baluarte de la Ciencia clésica.
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