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.Supongamos en el espacio ordmano un triedro tn;'rectaln-
nde vértice elupqnto X, “Copsideremos; que este™ triedro
te' a*un ‘movimiento cualquiera ‘M y vuelve a su.posicién
darecta g ;invarighlemente upida ,al triedro R habra
{0\ipar gstemovyimjento, M, una, (supe;'fxcxe reglada :Sg.

»u&ftmr condiciones, ;63 ;ﬁac . Yek, que.si, una, fra ,e.c,twsl
ﬂ;},,lasg gex;erptr,gces,‘g 148, Sq. e oerr,ada, ,fambién, lp

g((; mostrado que, las: peptas g para las cuales esto chrre for-
' un complejo lineal (1). »
g.,_nEl ~objeto dé; esta , notas es; estudlpr .con més, detalle este : ‘
lejo, ‘lmeal de Blaschke “en los casos partlculares si- !
"'}ep}pss 1 -’» LU sy At e N,
exf{;lPu»Mbummnto general, ‘alrededor :«de -un . punto, lfqo .
"720." Casoén que el triedro mbvil coincide con el .triedro .
x\fundamental de una curva del espacio.
<.’_ ~' 80, Dentro del caso particular anterior consideraremos las
srectas g para las cuales las trayectorias ortogonales de la su-
perf:cm S, correspondiente no son cerradas, sino que- cortan a
‘tuna misma generatriz en puntos cuya distancia tiene un valor
i ﬁ:oﬁstante D. Veremos que estas rectas forman un complejo
1adratico de rectas, el cual se, reduce al complejo lmeal an-
ohtérior en el caso ‘dé'ser’ D=0.’

‘(") W. BLASCHEE, Consideraciones. sobre cinemdtica, Publicaciones del Ins-
tituto de MatemAitica, Vol. VI (Homenaje a Julio Rey Pastor, T, IL, pégs.
47 182)." Rosario, 1946: . U i
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En un principio seguiremos la misma demostracion de
Blaschke, alterandola ligeramente en vistas a los casos par—
ticulares que deseamos tratar.

1. - Cago GENERAL. — Sea un triedro trirrectdngulo mévil del
espacio, definido por el vértice X y los tres vectores ortogona-
les.entre si U, V, W. Supongamos que X, U, V, W sean fun-
ciones periédicas de un paradmetro s, de manera que si L es el
penodo al recorrer s el intervalo O,L el triedro vuelva a su
posicién primitiva.

Consideremos un punto Y invariablemente ligado al triedro
mévil; si y,,¥s,y5 son sus coordenadas respecto el mismo trie-
dro serd

Y=X+y,Uty,V+yW. - (1.1)

Sea A un vector de modulo unidad y de origen Y, que: sea
también inmévil respecto el triedro U,V,W: si a,,a,a; son
las componentes de A respecto el mismo triedro, un punto cual-
quiera Z de la recta g que contiene al vector A sera de la forma

Z=Y f A=Y 4+ (a,Uta,V+a, W), (1.2)

siendo X la distancia del punto Z al punto Y.

Al variar s, la recta g. describird una superficie reglada
y el punto Z describird una curva sobre la misma. Para que
esta curva sea ortogonal a todas las generatrices de la superficie,
debe ser

A.dZ=0. (1.3)
De (1.2) se deduce
dZ=dY +Adr+1dA, (1. 4)

y como A.dA=0 (por ser A?=1), la condicién (1.3) se es-

cribira

A.dY +-dr=0. (1.5)

Por tanto, cuando s haya descrito todo el intervalo 0,L,
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sea, al -volver la recta g a su posicién inicial, el punto Z

g : c * v,
abra pasado a otro punto Z* y la distancia entqu ambos pup-

yaldra ‘

D:fd)\_—_—fA'.d Y. (1.4
}o . .
yr1 Teniendo en cuenta (1.1) y siendo A=a, U+a,V +a, W,
tene

{ .
.dYZ[alU.X,-I’an.X’-i—agW.X’-["(azyl—alyg)V.U"j-

A (ayys—a3 7)) U W (a5 9, — a5 y5)*W. V7] ds. (17

! Conviene ahora introducir para la recta g las coordenadss
gy de Grassmann y Plicker. Para ello, siendo y; y;+a; (i=1,
. 2,3) las coordenadas de dos puntos de la misma, se sabe que e,
--por definicién (2), '
Jo1 =4, Goz=0ag Gp3=93
| (1.8

G23=0a3Y2—a2Y3, 931 =01¥3—A3Y1s G12=02)Y1— a1 ¥»

& “donde las gir cumplen la relacién

901 923 + Jo2 951 1+ Go3 J12 =0 (19,

y ademas, siendo- A de méaulo unidad,
Jor® + oo +gos?=1. 1.1y~

Con estas coordenadas y segin la expresién (1.7), la inte-
gral (1.6) se escribe (recordando que las q;,y; son constani= .,

(*) Recordemos que las coordenadas g, de la recta determinada pur de
.puntos (2, Tz, %), (Y1, Ya, ¥s) SO

Jo =% — %y, Goz == Y2—— Zq, Gos = Ya— T3
K G = YTy~ YTz, Gn = YsT1—~— V1%s;, G = Y%y — Yoy,

las cuales cumplen la condicién (1.9).




—D=go [U. X ds+g5 V. Xds 4 gos [W.X'ds -
S R

+912/V.U’ds+galfU. W’ds+g23fW.V"ds,

. , donde las integraciones estin todas extendidas al intervalo 0,L
y los acentos indican derivadas respecto el parametro s. Co-
mo estas integrales, dado el movimiento, tienen valores determi-
nados, las rectas para las cuales es D=0 tienen sus coordenadas
gy ligadas por una relaci6n lineal y homogénea; forman, por
tanto, un complejo- lineal, lo cual constituye -el teorema de
Blaschke enunciado en la introduccion.
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- 2.- ALGUNAS DEFINICIONES. — Antes de entrar en el estudio de
los casos particulares enunciados, vamos a resumir brevemente
"algunas definiciones referentes a complejos lineales de rectas.

Si para definir una recta ¢ se toman las coordenadas g
de Grassmann y Pliicker definidas anteriormente, las cuales
satisfacen la condicién (1.9), un complejo lineal es el conjunto
de rectas cuyas coordenadas satisfacen a una ecuacién lineal y
homogénea entre las gy, o sea, ' ’

o

~

N 74

#
~

fo ¥

ok

¥
<

o oF

2
2

Ro1 901+ Ros Go2 + Pos Gos + Ros Gas + P31 931 4 hyp 912 =0, (2' 1)

FREL
PES

donde las h; son coeficientes constantes. .

El complejo se llama especial o singular cuando los coe-
ficientes hy, pueden considerarse también como las coordenadas
de una recta, es decir, cuando satisfacen la relacion (1.9),

R

o S

hoy hog + hgg hgy + Aoy By =0. (2.2)

e

e

Cuando un complejo es singular, se demuestra que esta for-
mado por todas las rectas que cortan a una recta fija (aquella
cuyas coordenadas pliickerianas son las hy;). En el caso gene-
ral, las rectas de un complejo lineal estan distribuidas de tal
manera que por cualquier punto del espacio pasan todas las de
un hdz contenido en un plano llamado plano polar del punto.
Reciprocamente, las rectas del complejo contenidas en un pla-
no cualquiera pasan todas por un punto que se llama polo del
mismo. Todos los planos polares de los puntos de uuna recta
pasan por otra recta, que se llama conjugada de la primera.
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N partxcular ol : polo delplaio~del infinito-esiun puatd del
quq sdetermina’ una+ directién - del --espacio;: las- rectaé»'v

: {é si8 resta Hirecciéri se:llaman didmétros 1 del complejo!

' ; m' 16metro tlenelpor recta conjugada -una tecta del 'mfmlto.-

\[ﬂanos paralelos entre si. En particular, hay un didrhetro
que, los planos polares de todos sus puntos son planos. per-f

' 3. CAso DEL MOVIMIENTO ALREDEDOR DE UN PUNTO F1JO. —Se pue-
‘suponer que el punto fijo es el origen X del sistema de
Ggordenadas movil. Extonces es X'=0 y el complejo lineal de
14§ rectas para las cuales es D=0, segin (1.11) se reduce a

l_gs' funcmnes p(s) q(s) r(s) que defmen para cada valor de s
1ieje de rotacmn instantinea y cumplen-las CODdlClOIleS

eV —gW, V= pW-rU W=qU- pv. (3.2

Segtin estas relaciones sera

?‘g jV.U'ds_=frds,fU.W'ds=fqas, fW.V'ds:/pds, (3.3)
con lo cual los. coeficientes del complejo lineal (3.1) pueden
'%f\@, éxpresarse mediante las funciones p,q,r que definen el mo-
a6/ " vimiento. )

) El complejo (3.1) es siempre singular. Las rectas que lo
¥ gpmponen  son todas aquellas. que cortan a ‘la recta fija que

pasa por el punto X y tiene los cosenos directores a, B, y da-
dos -por
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Si, por., ejemplo,,el movimiento. es yna;. rotacxbnyalrededor
de un eje; p,q;r.;soniconstantesy. proporcionales.a lomoosenos,

directores , del eJe\de rotacidn;.ipor tanto,él complejo (8. ﬁl)'
estd formado :por todas las rectas que:cortan-al.eje.de rotacion.' .

Lo. cual, por otra parte, es facil de. oomprobar directamente.
,Para que el compleJo (38.1) .se reduzca.a: una: 1dent1dad
segan (3.3) debe ser. o

RUPSEE Y SRS S

ERE A NI DO P P

Por tanto, resumiendo todo Io obten;do, se . tiene: Si un
triedro trirrectingulo U,V, W describe un.movimiento- alrede-
-dor de su vértice X y vuelve'a su posicion inicial, las rectas
invariablemente unidas a él que. describen superficies regladas
cuyas trayectorias ortogonales de las generatrices son.curvas ce-
rradas, forman un complejo lineal singular definido por (3.1).
Si el movimiento estd definido por las ecuuciones ‘diférenciales
(8.2), las rectas del complejo son las que cortan’a la recta que
pasa por el punto fijo y cuyos coserios directores, respecto el
triedro U,V, W, estin dados por (3.4). Para qué el complejo
(8.1) se reduzca a una identidad, o sea, para que todas las rec-
tas describan superficies cuyas. travectorias ortogonales de las
generatrices sean curvas cerradas, es necesario y suficiente que
se cumplan las condiciones (3.5). 0

4, - CASC DEL MOVIMIENTO DEL TRIEDRO FUNDAMENTAL DE UNA
CURVA DEL ESPACIO. -—Supongamos ahora que el punto X descri-
be una curva del espacio cerrada C, y consideremos el movi-
miento partlcular en que el triedro moévil U,V, W coincide, en
cada punto, con el triedro fundamental de la curva C. Sea
U el vector tangente, V el normal principal y W el binormal.
Tomando como pardmeiro s el ‘arco de la curva C, tienen lu-
gar las férmulas de Frenet,

U=xV, Ve=—xUt:W, We=—tV, (41)

siendo % la curvatura y vt la torsién de C, ambas funciones

de s.
Pondremos

,_‘“»mfyﬁ*?i'ﬁ%—:’, =

g
?él
Yo
::E.
;


eje.de

llamaremos a K la curvatura total y a T la torsidn total
Je la curva cerrada C. Obsérvese que L es ahora la. loutn(uf]

! Siendo X’ el vector tangente, o sea, _‘ X’=U, la férmula
1.11) se escribira entonces '

~D=go L+gisK+gsT.. . . (43)

Por consiguiente, en el caso particular considerado, el com-
. plejo lineal de rectas que describen superficies regladas tales
. que las trayectorias ortogonales de sus generatrices sean curvas
V;f*."‘;. cerradas, estd definido por la ecuacién

A gor L+ 1o K+ g3 T=0. (4.4)

Vamos a estudlar este complejo lineal.

' Comparando (4.4) con (2.1) es hy, =L, hog=ho3=h3; =0,
hys =T, hy,=K, y por tanto, la condicién (2. 2) para que sea
Asmgular es -

LT=o. ‘ o (4.5)'

Puesto que L=/=0, resulta: la condicidn necesaria y -sufi-
ciente para que el complejo (4.4) sea singular, es que la curva
C tenga torsidn total nula.

‘Como ejemplos de curvas alabeadas C cuya torsion total
es nula, se tienen todas las curvas esféricas, o sea, aquellas con-

tenidas en la superficie de una esfera.

En este caso, la ecuacién del complejo lineal se reduce a:

gor L+ 912 K=0. (4.6)

Para hallar la recta a la cual cortan todas las del complejo
piocederemos de la manera siguiente. Dado un punto Y de coor-
denadas y,,¥s,y3 y otro punto X de coordenadas w,,x,%3, se-
gin la definicién recordada en la nota (2), se tiene

Jo1=%1— Y1, G12=T :}’1-“?’1 Yo
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Por tanto la ecuacién (4 6) se puede escribir
‘.'.) 4 . me e
(= }'1)L+(“’1y2““271)K Y (4.7T)
. o i o\ B . . ) - [ERRETI &
0 sea :
Ty

Kz, tL Ky +L

que nos dice que las rectas del compleJo son todas las que
pertenccen a los planos del haz

z,— X (K2, 4+L)=0
0, 1o que es lo mismo, todas las que cortan a la Tecta L '

£, =0, Zy=-— % ‘ (4.8)

Por consiguiente: el comple]o smgular de las rectas que,
al moverse rigidamente ligadas con el triedro fundamental de
una curva cerrada de torsion total nula en_gendran superfwles
regladas cuyas trayectorias ortogonales son curvas cerradas, tie-
ne por eje la paralela a la binormal a la curva en el punto po-
sicién instantdnea del vértice del triedro, trazada por el  punto
- de la normal principal que dista de dicho punto —L/K

Pasemos ahora a estudiar el caso en que el complejo no
es singular,” o sea, el caso T =/=0.

En este caso, siendo (4.4) la ecuacién del compleJo y se-
gan la nota (2), la ecuacién del plano polar de un punto ge:
neral y de coordenadas ¥, ¥, y;-es

(a—y) L+ (21 ¥s~ 22 y1) K+ (22 y5— 25 72) T =0. (4.9)

Veamos algunos casos particulares:

a). Planos polares de los puntos de la tangente Ln punto
de la tangente tiene las coordenadas y,,0,0. Por. tanto, segd -
(4.9), su plano polar serd RN

(:v1-y1) L——z2y~1_K=O.
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plario ‘contiefie: la’

(30 <‘.K.: EAR

Jrecta

N %

(A i

B e ‘: (410)

"+ Por tanto: el. plano polar de un punto de*la tangente, es el
étei"ﬁzimdq por ‘dicho punto y la recta fija (4.10). Estd rec-
a.serd la conjugada de la tangente. =~ o ;
.~ En particular, el plano polar del punto X de la curva, es
-el plano nermal, o sea: el polo del plano normal es el punto
N X de la curva. ’
" b) Planos polares de-los puntos de la normal principal.
" Consideremos el punto general (0,y,,0); segun (4.9) su plano

2, (L+Kyy)—237,T=0,

el cual forma con el plano osculador un angulo % tal que
tang$="L= "2 - - (4.11)

Por tanto: el plano polar de un punto 0,y,,0 de la nor-
mal principal, es el que contiene la misma normal principal
y forma con el plano osculador un dngulo % dado por (4.11).

‘En -particular, para que sea $=0, debe ser y,=—L/K.
Por tanto: el polo del plano osculador es el punto 0,— L/K,O0.

¢} Planos polares de los puntos de la binormal. Conside-
rando el punto general (0,0, y;); segin (4.9) su plano polar sera

z, L+2,y,T=0.

El é4ngulo ¢ que forma este plano con el plano normal
estd dado por

tang @ L . (4.12)
‘ ' L
Por tanto: el plano polar-de un punto (0,0,y;) de la bi-
normal es el que contiene a la binormal y forma con el plano
normal un dngulo ¢ dado por (4.12).
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En pgr;;pular, para yz=0o,. €8] P ~1r/2, POT Atanto; el po-.

o lo del plano rectificante es el punto del infinito de la binormal. -
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: d) Didmetro-y-ejes del complejo. Para hallar la direccién
dé'1ds’ dismetros y el eje del complejo (4. 4) es cémodo lltl-
* lizar ' coordenadas homogéneas. Entonces, si ¥y, ¥s, Y3 ¥s -
las} coordenadas. homogéneas. de un punto Y y.& % a:s, :1:4

N

sop. las, de un, punto variable, la ecuacién del plano polar del
punto Y segun (4 9), se escribira .‘.

(731)’4 3’1“’4)L+(“’1 —ncgyl)K+(_x2y3—x3'y2')‘T=‘0‘,J
o sea, '

(y4L+y2 K) zy+ (73 T — y, K) xz—sz"’s_hL%:O-

Para que este plano sea el del infinito, z,=0, debe ser
T E
=, ol :O
K y2 y4

. Luego: los didmetros son las rectas paralelas a la direccién

S n_T . _o

‘En particular, el didmetro que pasa por el punto general
(:% ¥2% 75%). (otra vez en coordenadas no homogéneas), tiene por
ecuaciones paramétricas (con el parémetro \)

11=10+ AT, yo=y0, y;=y"+rAK  (4.13)

y por tanto el plano polar de un punto (yy,¥s, ;) de este dia-
metro es

(L—!—Kyzo):q-{—(y3°T—y1°K)x2—y2°Tx3—(ylo—f—)\T.)L:O."

Para que este plano sea perpendxcular al d1ametro (4.13)
debe ser

L4-Ky,0  —y,°T
T K

y0T — y0 K =0.
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.De aqui, segtn’ la*definicién-de-gje-de un complejo (ic. 2),
ene:, el eje del complejo lineal de rectas unido a cada punto
l;a curva cerrada C defmtdo por (4 4), es la recta

‘\. SO ~‘\1(,: ! .
3’25 KL i (4:14)
| 2+T8, J’a

[N NEe]

T R IS ‘, ot oM

l punto consulerado de C.

#1f w..m: S A ' :
- COMPLEJO cuAnn&rIco DE LAS m«:c'rAs PARA LAS CUALES ES
) = CTE, — Observemos que segun (1.10), la ecuacién (4.8) pue-
de escnblrse en la forma homogénea

.(gm L+ g K+ 92,3 T)2=D2(go,® + gos® + 9032)- (5. 1)

w\ Como L, K, T son constantes, esta ecuacién (6.1) nos dx-

i s.ce que las rectas para las cuales D tiene un mismo valor cons-
\{é,\,\,\ tante forman un complejo cuadratico. Es decir: Las rectas in-
“-\k yariablemente unidas al triedro fundamental de una curva ce-

ide la superfzcze reglada que ellas engendran al variar dicho trie-
Hro .a lo largo de C, cortan a cada generatriz en puntos equi-
distantes a distancia D, forman un complejo cuadrdtico dado
por la ecuacion (5.1).
" Pdsemos a estudiar este complejo cuadriatico.
Las rectas del complejo que pasan por un punto Y del es-
pacxo, segun (6.1) y lo dicho en la nota (3) forman un cono
cuadratico de ecuacion

(21— 32) L (@072 —23.31) K+ (22 35— 23 92) TP

" donde Y1, Yo, ¥s son, como siempre, las coordenadas del punto Y.

Para ver la disposicion de estos conos, consideremos su in-
tersecci6n con la esfera (z;—y;)2+ (T, — ¥5)2 -+ (23— ¥5)2=
Esta intersecciéon coincide con la de la misma esfera con los
planos paralelos

(#1—y) L+ (21 ys— %o 1) K+ (23 ys— 23 y2) T =+ D. (5.3)

{)or la tangente, normal principal y binormal correspondientes -

: rrada C, tales que las trayectonas ‘ortogonales de las generatrices

=D¥(21—y1)* + (ze—12)' +(m—10)®]  (5.2)

&
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La distancia de estos planos.al. puntolYu e ogn Al
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Para: que el cono sea real esta dl.stancm debe ser 1gual 0
mgnor que 1, o sea, . R A ST

D2<(L+y2 )2+(3'3T J’1 )2+}'22T2 e ‘ (55)

De todo esto se' deducen inmediatamente las siguientes pro-
piedades del complejo cuadritico (5. 1)

' a) Las réctas del complejé “chadratico (5. 1) estin  distri-
bufdas de tal manera que cada punto del espacio €s vértice de
un cono de revolucion formado por rectas, del oomplejo

b) Para cada puato, el eje de este cono es la recta que pasa
por el punto considerado y es perpendicular al plano polar del
mismo respecto el comple]o lineal (4.4) estudiado en el no. 4.

c) El cono es real si se cumple la des1gualdad (5 5) e ima-

- ginario en el caso contrario.

d) Por cada punto Y, la recta que descrlbe la superfwle
reglada cuyas trayectorias ortogonales de las generatrlces cortan
a las mismas segin puntos cuya distancia D es méaxima, es la
recta normal al plano polar de Y respecto el compleJo lineal
(4.4).
e) El méximo valor de D para el cual el cono cuadritico
mencionado es real para todos los puntos del espacio, viene

.dado buscando el valor minimo del segundo miembro de (5.5);

un caleulo ficil demuestra que se obtiene para los puntos del -
eje del complejo lineal (4.4), o sea, para los puntos de la
recta (4 14), y su valor es

RosArto, INSTITUTO DE MATEMATICA.



