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;;Sp|C;'i^iSupongamos en el espacio ordinario un triedro trirrectán-
;'sW]MiiR<>de vértice elj¡plinto (X/vConsider^moSi-que este' triedro 
í,WçietSoiWete'a'un movim cualquiera.W y vuelve a su posición 
Mj^ial^i'. ,^4?'/'i^p.t*'.l9 íi'íyW3'í?^ í̂R?P.Í?,i '̂ ffl̂ S ¡^ |triedro i^^habrá 

•.•'cMfe|mou^ ']^te\ipoyimíent9i,,,iW'j, iyia,jSiippyfici.e,. reglada,.,;Sg.,; 
: ; M p m ¿ f t^r'Ç9TOÍpfP9S?wS? líácil,,,M-i We.,)SÍ,,,Hna ,̂ír|axeictc îfí 

rlM[WMpjipl',fíl?,.,lcas|.;gcii,er̂ ^^^^ Sg,,es^ ,cerrfida, ,itaipbién..lp 
•':|̂ j8CÍçVlà8 demás trayectoria ortogonales, y, además', B l a s c h k e 

ÁlSnaif^émostrado, quej.lasfèj^tas'g (para ..las cuales esto 9curre for-
;í|, '»áah'un complejo lineal (i). 

.,i||||PÍ|i'/>El':objeto (̂ é ; esta i nota-; C!S. es.tudifir .con más,.detalle, ..este 
4íJ|f|,W,i»Dl,ejo, ;line,aÍ^ los casos partiçulE(res si-

tVí'V l̂ Wí"" í t a n - ' • 

'. "S'i'iiílíljYi'lfiíJí'.Mbvimiento .general» :alrédedor ;<de .un, punto, -fijo. 
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Caso en (jue el triedro móvil coincide con el ..triedro 
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anterior consideraremos las 
'?•» vifew^fündamental de una curva del espacio. 
«M?' ï'%v.V •' 3°. Dentro del caso particular an 
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En un principio seguiremos la misma demostración de 
B l a s c h k e , alterándola ligeramente en vistas a los casos par
ticulares que deseamos tratar. 

1. - CASO GENERAL— Sea un triedro trirrectángulo móvil del 

espacio, definido por el vértice X y los tres vectores ortogona
les, entre sí U, V, W. Supongamos que X, U, V, W sean fun
ciones periódicas de un parámetro s, de manera que si L es el 
período, al recorrer s el intervalo 0,L el triedro vuelva a su 
posición primitiva. 

Consideremos un punto Y invariablemente ligado al triedro 
móvil; si yx,y2,ys son sus coordenadas respecto el mismo trie
dro será 

íñ 

' I 

. I 
I 

i 
i M m 

Y = X + y,U + y,V + y,W. (1.1) 

Sea A un vector de módulo unidad y de origen Y, que • sea 
también inmóvil respecto el triedro U,V,W; si a¡^,a2,a¡ son 
las componentes de A respecto el mismo triedro, un punto cual
quiera Z de la recta g que contiene al vector A será de la forma 

Z = Y + XA = Y + X(axU + a2V:J-a3W). (1.2) 

siendo X la distancia del punto Z al punto Y. 
Al variar s, la recta g. describirá una superficie reglada 

y el punto Z describirá una curva sobre la misma. Para que 
esta curva sea ortogonal a todas las generatrices de la superficie, 
debe ser 

A . d Z = : : 0 . 

De (1. 2) se deduce 

dZ=dY + AdX + XdA, 

(1.3) 

(1 . 4) 

y como A . d A = 0 (por ser A 2 = 1 ) , la condición (1 .3) se es
cribirá 

A . d F - f - d X = 0. (1 .5) 

Por tanto, cuando s haya descrito todo el intervalo 0,L, 
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.|^p)^«ea, .al volver la recta gr a su posición inicial, el punto Z 
»|||habrá pasado a otro punto Z* y la distancia entre ambos pum-
.'Mrol'valdrá . , . -

'MíAÍp VI > Teniendo en cuenta (1.1) y sienào A =a^lJ+ a¡.V-\-a^W, 

: M- ; • H- («1 rs - « 3 yi) U-.W' + (a, y , - a, y,)'W. V] ds. (1. T, 

if,v.•!*(?•• Conviene ahora introducir para la recta g las coordenarlas 
' & ¿ f •-'Síifc de Grassmann y Plücker. Para ello, siendo r¿ ,r í + a¿(¿=rl, 
M-^P>{¡ 2,3) las coordenadas de dos puntos de la misma, se sabe que as 
i | » ^ - , ' p o r definición (2), 

, ewv' •• 

Wmii^'^' '• • ^^^ "^""' ^ ^ " '̂ ^ •^'' S'S! = ai 3'3 - «3 yv 9i2 = «2 J i - «1J2 

ÉM-W' ^onde las gr^ cumplen la relación 

! » • ' 

tWW'' 9oig2s+go29si + 9o39i2 = 0 

úem:^' -
¥^fff'i('- y además, siendo A de módulo unidad, 

'-Mí 
••%W'\ ' - ' ° " estas coordenadas y según la expresión (1-7), la irite-
' '®' · Sf̂ ^ ( I -6 ) ^^ escribe (recordando que las cii.yi son constante*., 

^ ;?>' ' 
''"ifvlí-, (') Recordemos que las coordenadas ^¡j de la recta determinada por dw 
••m¡t-'- puntos (a;,, a,, ¡c,), ( j / , , j/», j/,) son 

•ü4m''' '"^ cuales cumplen la condición (1.9). 
• K€.V. 
•.'.«•; 

(1.8/ 

a.&. 

a . 10 
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+ g^,jv .U'AB + g,,fu .W'ds + g,,¡W. V ds, 

donde las integraciones están todas extendidas al intervalo 0,L 
y los acentos indican derivadas respecto el parámetro s. Co
mo estas integrales, dado el movimiento, tienen valores determi
nados, las rectas para las cuales es D = 0 tienen sus coordenadas 
gHi ligadas por una relación lineal y homogénea; forman, por 
tanto, un complejo' lineal> lo cual constituye el teorema de 
B1 a s c h k e enunciado en la introducción. 

2. - AiiauNAs DEFINICIONES—Antcs de entrar en el estudio de 
los casos particulares enunciados, vamos a resumir brevemente 
algunas definiciones referentes a complejos lineales de rectas. 

Si para definir una recta g se toman las coordenadas gr,/; 
de Grassmann y Plücker definidas anteriormente, las cuales 
satisfacen la condición (1 . 9), un complejo lineal es el conjunto 
de rectas cuyas coordenadas satisfacen a una ecuación lineal y 
homogénea entre las gr¡¿, o sea, 

Kl 901 + K2 902 + /ios 903 + ^23 923 + Kl 931.+ '«12 9x2 — O, (2. 1) 

donde las h¡j¡ son coeficientes constantes. 
El complejo se llama especial o singular cuando los coe

ficientes hile pueden considerarse también como las coordenadas 
de una recta, es decir, cuando satisfacen la relación (1 .9) , 

^01 "23 + "02 "31 + /í03^12=0- (2.2) 

Cuando un complejo es singular, se demuestra que está for
mado por todas las rectas que cortan a una recta fija (aquella 
cuyas coordenadas plückerianas son las /i¿¿). En el caso gene
ral, las rectas de un complejo lineal están distribuidas de tal 
manera que por cualquier punto del espacio pasan todas las de 
un haz contenido en un plano llamado plano polar del punto. 
Recíprocamente, las rectas del complejo contenidas en un pla
no cualquiera pasan todas por un punto que se llama polo del 
mismo. Todos los planos polares de los puntos de una recta 
pasan por otra recta, que se llama conjugada de la primera. 
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»|)ÍOÉh I particular; elipolo del plano^del ihfmitO'e8<un>puñtb del 
jifeitómoí'quo idetebnináviina í djrecfcióá del •espacio;-. laS'rectaái 
;i|lpífòlasi á I esta Hirec<iióri se;tllamaa cíiamétz-osidèli complejo!' 
j,(^}i,ij diámetro tiéneí por recta conjugada una' recta del infinito 
\^Kfipr.!tanto, los planos polares de los puntos" de un diámetro 

ipM'î lftuos 'patálelos entre sí. En particular, hay un diámetro 
ftplKque, los planos polares de todos sus puntos son planos per-; 

•>¡|p¿ndiculares al mismo: este diámetro se llama eye del complejo. 

';éM-^-¡ • 3. - CASO DEL MOVIMIENTO ALEEDEDOB DE UN PUNTO ITJO. —Se pue-

;'s&^de suponer que el punto fijo es el origen X del sistema de 
.iwiètíòrdénadas móvil. E^ntoaces es Z ' = 0 y el complejo lineal de 
'Cfílá^* rectas para las cuales es D = 0, según (1.11) se reduce a 

. • • • » ' ^ - ' -

:"fmU' • • • • , • 
»|(!;¿y,\i Como antes, las integrales están todas, lo mismo que en 
.\mlqj'sucesivo, extendidas de O a L, no poniéndolo para abreviar 

<iMi: fí • Se sabe que el movimiento de un triedro trirrectángulo 
'M$'W-¥'^ alrededor de su vértice X, queda determinado dando 
;ÁV>.l¿g- funciones p(s), q{s), r{s) que definen para cada valor de s 

gi^fv. U' ds + g.^Ju .W'ds + g,,fw. V ds =^ 0. (3.1) 

. M/^pl.seje de rotación instantánea y cumplen las condiciones 

U' = rV-qW, "v' = pW-rU. W'^qV-pV. (3.2), 

Según estas .relaciones será 

i i g r [v.U'ds^frds, íu.W'ds= [qds, fw.V'ds=[pds, (3.3) 

(MW''- *^" ' ° '^^^^ los. coeficientes del complejo lineal (3.1) pueden 
feí'áfev . expresarse mediante las funciones p, q, r que definen el mo-
| « | ' ; - v i m i e n t o . 
if'ÍÍ^M'i• ^^ complejo (3.1) es siempre singular. Las rectas que lo 
w ï ' ® ' <'9™pon«u son todas aquellas que cortan a la recta fija que 
| | § S ¿ Í pasa por el punto X y tiene los cosenos directores a, P, Y da-pasa pe 

dos por 

Ip ds fq ds jr ( 
(8.4) 

file:///mlqj'
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Si, por,;ejemplo, ;èl rmovipuçatoj esf.-ijna, rotaçión;;<alrédedor 
de un eje,' p, qr.r.'¡son! constantes ly proporcionales da losi cosenos; 
directoresj del • eje >de rotación; iipor tanto,i\él complejo,i(3oÍ); 
está formado :por todas las rectas que cortan al: eje.de jr'ótación.^ 
Lo,.cual,' por otra parte, es fácil ,de comprobar, directamente. 

>,Para que el complejo (3.1). se reduzca.'a'una-identidad,-
según (3.3) debe ser, - , ¡,'••! . , . ; ; , . . . . . . . . 

/ p ds = / qr ds = / r ds =• 0. (3.5) 

Mí l'f 
mi 
m 

É 

m 

Por tanto, resumiendo todo lo obtenjdo, se tiene: Si un 
triedro trirrectárigulo U,V,W describe un movimiento .alrede
dor de su vértice X y vuelve a su posición inicial, las .rectas 
invariablemente unidas a él que- describen superficies regladas 
cuyas trayectorias ortogonales de las generatrices son.curvas ce
rradas, forman un complejo lineal singular definido por (3.1). 
Si el movimiento está definido por las ecuaciones -diferencíales 
(3.2), las rectas del complejo son las que cortan'á la recta que 
pasa por el punto fijo y cuyos coserías directores, respecto el 
triedro U,V,W, están dados por (3.4).' Para qué el complejo 
(3.1) se reduzca a una identidad, o sea, para que todas las rec
tas describan superficies cuyas, trayectorias ortogonales de las 
generatrices sean curvas cerradas, es necesario y suficiente que 
se cumplan las coridícíones (3. 5). • 

4. - CASO DEL MOVIMIENTO DEL TRIEDEO FUNDAMENTAL DE UNA 

CUEVA DEL ESPACIO.—Supongamos ahora que el punto X descri
be una curva del espacio cerrada C, y consideremos el movi
miento particular en que el triedro móvil U, V, W coincide, en 
cada punto, con el triedro fundamental de la curva C. Sea 
U el vector tangente, V el normal principal y W el binormal. 
Tomando como parámetro s el arco de la curva C, tienen lu
gar las fórmulas de Frenet, 

í/' = xF , V' = -KU + XW, . W ' = : - T F , (4.1) 

siendo x la curvatura y -c la torsión de C, ambas funciones 
de s. 

Pondremos 

l-'t'i 

eje.de
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• '••-'•••/' • '•' • , i l - : H . í ' . ; ) n i . . . . • u i . - ^ U ' . i , •. . 

í z = j x d s , r = J T d s (4 .2) 
' ' . 0 •• - ' . 0 •• , ' 

'̂ |ij!y llamaremos a K la curvatura total y a T la torsión total 
ài^àe la curva cerrada C. Obsérvese que L es ahora la longitud 

pde G. . • • . 
El'l'*'' ' Siendo X' el vector tangente, o sea, •JÏ' = Í7, la fórniula 
i* ' ( l . 11) se escribirá entonces 

f; 

•í 
h 

k 
ÍÉ 

t 

í'l! i 

•D = goiL + gi2K + g2sT. (4.3) 

Por consiguiente, en el caso particular considerado, el com
plejo lineal de rectas que describen superficies regladas tales 
que las trayectorias ortogonales de sus generatrices sean curvas 
cerradas, está definido por la ecuación 

901^+912^ + 923^ = 0. 

Vamos a estudiar este complejo lineal. 
Comparando (4. 4) con (2.1) 

(4.4) 

singular es 
hi2 = ^-

- " 0 3 — " 3 = 0, 
y por tanto, la condición (2.2) para .que sea 

LT = 0. ' (4 .5) 

Puesto que L-/=0, resulta: ¿a condición necesaria y sufi
ciente para que el coniplejo (4. 4) sea singuL·r, es que la curva 
C tenga torsión total nuL·. 

Como ejemplos de curvas alabeadas C cuya torsión total 
es nula, se tienen todas las curvas esféricas, o sea, aquellas con
tenidas en la superficie de una esfera. 

En este caso, la ecuación del complejo lineal se reduce a-

901^ + 912^ = ^- (4. 6) 

Para hallar la recta a la cual cortan todas las del complejo 
procederemos de la manera siguiente. Dado un punto Y de coor
denadas yi, y^, Ja y otro punto X de coordenadas 
gún la definición recordada en la nota (^), se tiene 
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Por tanto la ecuación (4. 6) se puede escribir 

(•4.7). 

o sea 

Kx¡,+L Ky^+L z ^ •• ; . 

que nos dice que las rectas del complejo son todas las que 
pertenecen a los planos del haz 

Xi — X(Kx2Í-L)=0 

o, lo que es lo mismo, todas las que cortan a la recta ' ' 

Xj^ —^ \)f • X^ 
K 

(4.8) 

i! 

Í4I' 

i 
i, 

# ; ' ' • • • • 

Por consiguiente: el complejo singular de las rectas que, 
al moverse rígidamente ligadas con el triedro fundamental de 
una curva cerrada de torsión total nula engendran superficies 
regladas cuyas trayectorias ortogonales son curvas cerradas, tie
ne por eje la paralela a la binormal a la curva en el punto po
sición instantánea del vértice del triedro, trazada por el punto 
de la normal principal que dista de dicha punto — L/K. 

Pasemos ahora a estudiar el caso en que el complejo no 
es singular,'o sea, el caso T-j-Q. 

En este caso, siendo (4.4) la ecuación del complejo y se
gún la nota (2), la ecuación del plano polar de un punto ge
neral y de coordenadas y^, y •i, ^3 es 

> i - y t ) t - + (a;iy2-a^a Ji) K+ (X2 J3 -Xg ^2) T = 0. (4. 9) 

Veamos algunos casos particulares: , 
a) Planos polares de los puntos de la tangente. Un punto 

de la tangente tiene las coordenadas y^, 0,0. Por. tanto, segúri 
(4.9), su plano polar, será • . . 

{¿i-yi)L--x¡yiK = 0. 
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'ĵ '.'l ^Para-'-cualquier válór'dé'• y^. esté plaiío córitièiié! la 'recta 
• . - V , . • • • • ' . • • , . > Á ; , V A ; -y. 

(4-,iP) 4ÍÍpViim • ix . ./ " «1 —0, :.._̂ , a;2 = - - ^ 
V » K ; - . . . • • . • • A 

l l ^ i i w - - .... •;, • •• , . • • • • . • • • • • • 

• •Si|?rt''/ Por tahto: el plano polar de un punto de"la'tangente, es el 
WMpleterminado por dicho punto y la recta fija (4.10). Está' rec-

; Mf i'',ia • será la conjugada de la tangente. 

W' 
• $ • 

•m 
m',-

• • # " > • . 

En particular, el plano polar del punto X de la curva, es 
él plano normal, O sea: el polo del plano normal es él punto 
X de L· curva. 
' b) Planos poL·res de los puntos de la normal principal. 
Considerejnos el punto general (O, y2,0); según (4. 9) su plano 
polar será 

x^{L + Ky,)-x,y,T = 0, 

el cual forma con el. plano osculador un ángulo 9- tal que 

L+A>2 . tang 9- — -
y2T 

(4- l l ) 

Por tanto: el plano polar de un punto O, yg, O de la nor
mal principal, es el que contiene la misma normal .principal 
y forma con el plano osculador un ángulo ^ dado por [4.11). 

En particular, para que sea 9' = (), debe ser y2^= — L/K. 
Por tanto-: el polo del plano osculador es el punto O, — L/K, 0. 

c) Planos polares de los puntos de la binormal. Conside
rando el punto general (O, O, y^); según (4. 9) su plano polar será 

Xj^L + X2y.iT=:0. 

El ángulo <p que forma este plano con el plano normal 
está dado por 

tangtp = - ^ (4.12) 

Por tanto: el plano polar de un punto (0,0,y^) de la bi
normal es el que contiene a la binormal y forma con el plano 
normal un ángulo cp dado por (4.12). 
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,,>:,.;,Ei^ pflffiçjjtlft""'-Pífia ys==<x>,. esí,<p=,ii/2; vp,or;,taatpf/^/ po
lo del plano rectificante es el punto del infinito de la hínornúd. •• 

d) Diámetro y ejes del complejo. Para hallar la dirección 
dé'Ids'diámetros y eí eje del complejo (4.4), es cómodo uti
lizar ' coordenadas homogéneas. Entonces, si yi> ̂ a» J's. y* són 
lasl .coorder^adas homogéneas, de un punto Y^ y , .^ , %. ¡"s» ¿4 
son las, de un, punto variable, la ecuación del plano, pojar, del 
punto Y, según (4.9), se escribirá ; ,. . •., , 

o sea, ' 

•iy,L + y^K)^x^+(y,T-yyK)x,-y,Tx,-y^Lx^ = 0. • 

Para que este plano sea el del infinito, x^ = 0, debe ser 

^ = ^ y2=yi=o. 

Luego: los diámetros son las rectas paralelas a la dirección 

:-,,, yi K 

En particular, el diámetro que pasa por el punto general. 
(yi"'Ja"'ys") (ot""̂  ^^^ ^1 coordenadas no homogéneas), tiene por 
ecuaciones paramétricas (con el parámetro X) 

yi^yi'^+^T, 72=^3°. yz=y?.''+^J<- (4.13) 

y por tanto el plano polar de un punto {yxiy2>yz) ^^ ^ste diá
metro es 

{L + Ky^<>)x^ + {yz''T-y^oK)x,^-y^oTx^-{y^^ + \T)L^O: 

Para que este plano sea perpendicular al diámetro (4.13) 
debe ser 

, 7 3 « r - y i < ' / í = o . 
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ílp'íív.-De aquí, según'la"'ldefinición'de\eje de un complejo (ri°. 2) , 
gsfetiene:, el eje del complejo lineal de rectas unido a cada punto 
M ü . iw Qjjirxm cerrada C definido por (4 .4 ) , es h recta 

'\-
72--

KL 
ifa+ra ^ 3 , .Jy. 

(4.14) 

W^'/fdonde las coordenadas yt,y2>y3 se refieren al sistema formado 
Jlfuvor.h tangente, normal principal y binormal correspondientes 

M<§<il punto considerado de C. 
• |> \&ÍV.( • . 

>%-: 5.-C0M 

raí.,<^e escribirse en la forma homogénea 

w - • •' 

sAi \ ' 5. - COMPLEJO CUADR^TICO DE LAS RECTAS PARA LAS CUALES ES 

,r|;<A,V,f̂ iTf *̂ '™: — Observemos que según (1.10), la ecuación (4.3) pue 

.Csroi L + g^2 K + g^, T)^ = D^ (g^,^ + g^,' + g,,^). (5 .1) 

^PÍT' .i • Como L, K, T son constantes, esta ecuación (5.1) nos di-
• TplilCce que las rectas para las cuales D tiene un mismo valor cons-

,.rf'|')tante forman un complejo cuadrático. Es decir: Las rectas in-
y;Mi'variablernente unidas al triedro fundaniental de una curva ce-
«%;.l, rrada C, tales que las trayectorias ortogonales de las generatrices 
M'li de la superficie reglada que ellas engendran al variar dicho trie-
fái'-'. v4r^ '^ *o largo de C, cortan a cada generatriz en puntos equi

distantes a distancia D, forman un complejo cuadrático dado 
por la ecuación (5 .1) . 

Pasemos a estudiar esté complejo cuadrático. 
Las rectas del complejo que pasan por un punto Y del es-

ífe \ .pació, según (5.1) y lo dicho en la nota (2) forman un cono 

W S B H S ' • 
.¡X'VAaV^ -
« • < • • « & , ' . -

vi-

"ÈM: 

f"-. »;•••• 

cuadrático de ecuación 

• l{^i -yi)^+{^1 y i - ^2 yi) ^ + {^2 yz - H y 2) Tf 

= D ' [(^1 - yi)' + (^2 - J2 )^+ (^3 - ya)'] (5.2) 

donde yi,y2>y3 son, como siempre, las coordenadas del punto Y. 
Para ver la disposición de estos conos, consideremos su in

tersección con la esfera (aJi —j'i)^ + (Sg —72)^ + (^3 — y3)^ = l-
Esta intersección coincide con la de la misma esfera con los 
planos paralelos 

{x^-yi)L+{x^y2-X2y{)K+{x^y3-X3y2)T = ±D. (5.3) 



i'' 

K ¡ . 

-.56 — 

I * > 

La distancia de eátos, planos.al pu)úito,lyu^^8 .,•;., d . 

Para que el cono sea real, está distancia debe ser igual o 
iHícnor que 1, o sea, , / , , 

D2 ̂  (L + y^ Ky + {y^T- y^K)¿ ^^yi^p.;"' (5.5) 

De todo esto se deducen inmediatamente las siguientes pro
piedades del complejo cuadrático (5.1): ' 

a) Las rectas del complejo cuadrático (5.1) están distri
buidas de tal manera que cada punto del espacio es yértioe de 
un cono de revolución formado por rectas, del complejo. 

b) Para cada punto, el eje de este cono es lá recta que pasa 
por el punto considerado y es perpendicular al plano polar del 
mismo respecto el complejo lineal (4.4) estudiado en er n°. 4. 

c) El cono es real si se cumple la desigualdad (5. 5) e ima
ginario en el caso contrario. 

d) Por cada punto Y, la recta que describe la superficie 
reglada cuyas trayectorias ortogonales de las generatrices cortan 
a las mismas según puntos cuya distancia D es máxima, es la 
recta normal al plano polar de Y respecto el complejo lineal 
(4.4). 

e) El máximo valor de D para el cual el cono cuadrático 
mencionado es real para todos los puntos del espacio, viene 
dado buscando el valor mínimo del segundo miembro de (5.5); 
un cálculo fácil demuestra que se obtiene para los puntos del 
eje del complejo lineal (4.4), o sea. para los puntos de la 
recta (4.14), y su valor es 
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