
ALGUN/VSl \PROÏ>IEDAÍ>ES INFINITESIMAl.ES 
DE LAS CURVAS PLANAS 

%. 
I PROPIEDADES MÉT-»UCAS 

Sé>|4icfe-·guèiuüa;cü^ en un punto A circulo 
osçüMiòri/cuándo bònsiderandò el círculo que pasa por A y 
otros dos puntos B,C de la curva, éste círculo tiende siempre 
al mismo límite de cualquier manera que los puntos B y C 
tiendan al punto A; recorriendo independientemente la curva. 

Según se; sabe/, representando la ecuación de la curva por 
y ==y (x)V y suponié)ndo que la función y (x) tenga en el punto 
A{prmera;y;Sfegun'da derivadas continuas, el radio del circulo 
osculador.'O; ràdio'; dé'curvatura está dado por la fórmula 

K. .ii+yHL 
( I ) 

m 

| -

o bien, si la curva eatá definida en ecuaciones paramétricas 

x ' y " — x " y ' ( 2 ) 

Supongamos ahora un cálculo o una construcción que pue
da determinarse dando únicamente los tres puntos A, B, C y 
supongamos además que los puntos B y C elegidos sobre la 
curva considerada que pasa por A puedan darse por medio de 
los valores de ciertos parámetros independientes de la curva, 
con lo cual los resultados del cálculo o de la construcción se 
expresarán en función de estes parámetros. Si los valores de 
tales parámetros tienden a límites determinados cuando B y C 
tienden a A, sin que haga falta precisar la curva por la cual 
se acercan a A, y si además el límite del cálculo o construc
ción considerados está determinado por estos valores límites, 
entonces el límite de dicho cálculo o construcción es indepen-
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ç^^diente dp l̂a .curva y por tanto es eV mismo si se sustituye 
^O^sta··j^ór su círculo osculadof ' / ' < ' 
\ , De esta observación vamos a obtener, .simplemente, algunas 

' relaciones'Infinitesimales de las curvas planas, válidas para los 
^ puntos en los cuales exista el círculo osculador 

> 
I. Sea A un punto dé la,curva dada (fig. i ) . A un lado 

j a otro de este punto se toman respectivamente las cuerda^ 
AR==Ci, AC = C2 = Xci, siendo X una 
constante. Por A se traza la perpendi
cular; A H = h arla cuerda BC. Se quie
re hallar él valor de . . 

lim' 
1—»-0 

h • 

Fig. 1 

Para el cálculo de este límite, ade
más del parámetro c^, introduzcamos 
el radio r del círculo que pasa por 
A, B, C. Se obtiene así 

.•B„C = 2 r s e n ( a r c s e n ^ + a r c s e n ^ ) = Ci|/i — ^ + C 2 ] / i — ^ 

h = Ciseín (arcsen ^ ) = ^ ' (2)í 

j de aquí, puesto que cuando B y C tienden a A, r tiende 
•al radio R del círculo osculador, resulta 

, . .BC2 T> ( i + > ^ ) 2 

lira-;— = 2 R ^-v—- . (3). 
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En particular si se toma X = i , o sea c^ = Cg, se obtienie 
•'que el límite anterior vale 8 R. 

Observamos de paso que, de (2), multiplicando ambos 
miembros por BC se deduce Cĵ CgBC = 2 r h B C y llamando 
•por simetría BC = C3 y representando por T el área del trián
gulo ABC se tiene la fórmula (*) 

(•) Esta fórmula es conocida, ver por ej. DARBOUX, Théorie des Surfaces 
Vol. IV pág. 426. Es probable, además, que otras fórmulas obtenidas en esta 
nota sean también conocidas; pretendemos únicamente hacer una exposición 
elemental v sistemática. 
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Mf'^Í2 Multí^íhcaniio^por h* el numerador y denominador del"* 
primer miembro de (3), y teniendo T el misino'• significado t, 
aníerior, resulta i 

(5> 

;: 3/Afpar^ü; dól.í^pilhto A tomamos sobre la curva la 'cuer-
da AB = c y!sobre la tangente el segmento AB' = Xc (fig. 2). 

La recta BB' cortará- en un 
punto P a la normal a la cur
va en el punto A. Queremos 
hallar lá posición límite del 
punto P (o sea, ÍBI valor lí
mite del segmento AP) cuan
do el punto B tiende a A. 

También en este caso todos 
los elementos están 'determi
nados por la posición de 3 

'puntos, dos de ellos confundidos en A (los cuales dan la 
tangente) y el punto B. Consideramos el círculo que pasa por 
B y es tangente en A a la recta AB; sea r su radio. 

Para este círculo, llamando cp al ángulo AB'P y à al án
gulo B'AB, se tiene 

Fig. 2 

•.I 

. ' • • * 

• ' • • ' * 

AP = AB' tanff cp = X c ^ = 2 r 
o T X eos O 

y cuando a tiende a cero, o sea cuando • B tiende al punto A 
es 

limAP 
==0 si \-/-i 

= 4R si X=: I, 
(6) 

es decir, P tiende al mismo punto A si X -/= i y al punto dis
tante de A cuatro veces el radio de curvatura si X : = i . 
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\ 4 Hs curioso com|>arar este result^qlo ¿on aquel que se 
K ( obtiene cuando sobre la tangente en A, en lugar de la cuerda 
f. ^ AB se lleva el arco de curva AB y se hace la^mism^ construc

ción de unir el extremo obtenido con B, tratándose de ballar 
la posición limite del punto P 

Para este caso conviene recordar algunas fórmulas ana-
:- líticas. Si la curva está dada por sus ecuaciones paramétricas 

en función del arco s, es decir por x = x(s ) , y = y(s) con 
la condición x ' 2 - | - y ' 2= I, eligiendo por eje x la tangente y 
por y la normal, en el punto origen será y'o = 0, x ' o = i . Ade
más de (2) se dpdúceqü t iR t^ -n - . Derivando x'2-j-y'2 =¿ I se 

tiene x ' x " - | - y ' y ' í = O que nos dice, según los valores an-
.teriores,! que en el punto A es x"o==0. 

Las coordenadas de B son (x, y) y las de B' son (s, 0). 
La distancia AP será 

AP = - i ^ . . 
•- • s — X 

Aplicando la regla de l'Hospital sucesivamente para hallar 
el límite de esta expresión para s tendiendo a cero, se obtiene 

lim AP = lim 
S X 

= Hm I ± l ¿ = l;m. i ¿ i f 2 :lim lim: 

de la igualdad xi' x" - | -y ' y " =^0 se deduce que el último 

cociente puede escribirse 2 y' x' + 8 x' y" 

y y 
el primer su-

lando, para s tendiendo a cero tiende a -77-=2 R y para el 
y t 

segundo, aplicando de nuevo la regla de l'Hospital, es 

liánj- l i m 
x' - | - s J 

K 
y y y o 

En definitiva es por tanto 

l¡m.AP = 3 R , '(7) 

W 

i 
•'I 

resultado distinto del (6) obtenido anteriormente, aunque a 
primera vista podría parecer que debía obtenerse el mismo. 

5. Más generalmente podemos proponernos el problema 
de bailar la posición límite del punto P cuando la cuerda oi 



% fCf 

—133 — 

el arco AB se llevan, no ssobre la tangente, sino sobre otrfti 
curva tangente a la)primera en el punto Av i ^ 

El caso de la cuerda se puede ̂ resolver facitòaente\ obser
vando que el límite debe ser el mismo ^ se sustituyen las 
curvas dadas por sus círculos osculadores Este método fra-' 
casa únicamente en el caso de que estos círculos osçulador«s . 

sean uno mismo, es decir, en el caso en que las dos curvas 
tengan en el punto A la misma curvatura; entonces hay que» 
introducir los valores de las derivadas,superiores a la segunda 
de las funciones que representan las curvas en el punto A y se
guir un método análogo al que seguiremos en el número si
guiente para el caso de los arcos. 

Prescindiendo de este caso, y considçrando los círculos 
que pasan, por B y B' respectivamente (siendo la longitud c 
de la cuerda AB igual a la AB') y tienen en A la tangente dad̂ â  
se obtiene que las coordenadas de B y B' sion (siendo r y ri* 
los radios de los dos círculos): 

y por tanto la ordenada AP del punto en que la recta que los 
une corta a la normal a la curva vale 

AP = 
2 r ) /4 r '2 -

(1/4 r'2 — . •2 _ } / 4 r2 — c2) (r)/4 r'¿ — c¿-\- r'^í r^ — c^) 

.'A 

. •• .• , . v ' ; 

! ír'^-
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Cuando c tiende ya cero los''radios r y r tiendeú respecti
vamente a los radios? R y.>R' de los círculos osculi^dores a las 
curvas dadas Queda pues 

l,m A P - 4 R R ( R - m 4RR_ 
C—M) 

Para R = oo se obtiene de nuevo el valor (6). 

C8) 

6. Supongamos ahora que sobre las dos curvas se llevan 
los arcos, el AB igual al AB', y se quiere hallar la posición 
límite del punto en quería recta BB- corta a la normal en A, 
cuando dicho arco, tiende a cero. 

Conservemos para la curva AB las ecuaciones paramétri-
cas x = x(s ) , y = y(s) del n.° 4- Las ecuaciones de la segunda 
curva sean, análogamente, X i = X i ( s ) , y^ = y^ (s) referidas tam
bién al arco como parámetro. - , 

La recta que une los puntos B y B ' correspondientes al 
mismo valor de s, corta al eje y, o sea a la normal a ambas 
curvas en A, en el punto P tal que 

A P . Jt y i — j^i y 

Para hallar la posición limité del punto P p/ira s tendiendo 
a cero, apliquemos sucesivamente la regla de l'Hospital: 

lim' AP = lim (-yi+-y\)-(-\y + -'y') _ 

lim' 
(x" yi + 2 x' y', + X y",) — (x") y + 3 x\ y' + x, y") 

x" — x", 

lim 
(x"' y, -I- 3 x" y'̂  + 3 x' y"i + x y"'i) — (x'", y + 3 x", y' + 3 x', y" + x, y"") 

x'" — x"'i 

(9) 

Siendo las derivadas respecto el arco s, vimos en el n." 4 
que en el punto s = o era x ' (o) = i , x " ( o ) ^ o , y ' ( o ) = : 0 , 

y" (o) = ^ . Ahora necesitamos además el valor de x ' " (o) ; 

para encontrarlo, derivando la expresión x ' x " 4 - y ' y " ' ^ o , se 
obtiene 

h 
f 

m 

i 

1 



fe 

, • '«•i"HT'"«+y··'+y·y·;>p ,,. , , (•<•> 
m, para s=!=o, (suponiendo < que y (o)^ es imito) nosi (̂ a 
> ' » / _ \ J L \ <.̂ ' - < ' ' { •, i) i 

X 

" ^{Coh «sto' resulta 

l imAP = 
'("sr^~r) 

1 1 — _i . 1 ( I I > 

que para Ri i= oo > coincide con él valor (7) como debe ser. 
Esto supone R-/=Fli, es decir, que las dos curvas tienen 

en A distinto^radio de curvatura. Si fuese R=fRi , deberíamos 
aplicar eñ (9) todavía una' vez niás la regla de l'Hospital, que
dando 

lim AP = lím^„„_J ..„ [(x""Yi + 4x'"y\ +6¿"y", + 4X*y'", + Xy""i)-
a—M) ^ - -1 

(x""i y + 4 ï " ' i y', + 6 x'Vy"-I-.4 x", y'" + xj y"") J. 

Para hallar el valor de x"" (o), observemos que, siendo, 

segúÀ (2), x ' } " _ x " y ' = -^ , se sigue {jue x ' y " ' - y ' x " ' = — | 

que ' en el origen s = o nos da y '" (o) = — ĝ̂ .̂ Derivando de 

nuevo (10) se obtiene, además, 

XX 4 - 3 x X + 3 y y + y y = 0 

que .(suponiendo y""(p)^/=oo) nos da x " " (o ) = 3g¡-, y por 

tanto 
* ¡t " ' I 4 " 

lim AP = —T^í gry-
s—>o 3 (-g5 - g i | 

o bien, siendo por bipótesis R = Ri, pero suponiendo R ' - / - R \ , 

4 limrAP = ^ R . 
s—»-o 

( 1 2 ) , 

Este resultado, junto con (11), presenta un curioso caso 
de no invertibilidad de límites. Consideremos, en efecto, dos 
curvas tangentes en un punto A y con radios de curvatura dis
tintos R y Ri. Tomemos sobre cada curva a partir de A arf
eos iguales A R ^ A B ' = s. Tendremos así determinados los 
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puntos B y B ' , supongamos que la recta BB' qup los une 
corta a la normaba la curva en A en el punto P/ Consideremos 
la segunda curva AB' com<o variable de manera que su radio de 
curvatura R^ en el punto A tienda >̂a R y supongamos que se 
quiera hallar la posición limité del punto P para s tei^diendo a 
cero y Rj^'tendiendo a R Según ( i i ) , si primero se hace s—••o 
y luego Rj—+R se obtiene que la posición limite está dada por 

" en cambio (12) nos dice que si primero se 

Ri a R; iy íluego se hace s—>-o, sé obtiene 

hm AP = ^ R 
3 

tender hace 

limiAP = f R. 

7. El problema anterior se puede plantear de otra manera. 
Supongamos dos curvas tangentes en un punto A. Se desea en
contrar un punto P ( a , p) del plano, tal que, proyectando desde 
él una de las curvas sobre la otra, la diferencia entre los ar
cos AB' y AB obtenidos, sea un infinitésimo del mayor orden 
posible cuando B tiende al punto de tangencia A. 

En él entorno del punto A, las ecuaciones x: = xi(s), 
y = y(s) de la curva AB, adiñitieñdo la existencia de las 4 
primeras derivadas de*las funciones x ( s ) , y ( s ) en el punto 
s = o (la última continua), se pueden escribir 

x = s - fb s3 + cs* + o(s*), y = a ' s 2 + b's3 + c's* + o(s*) ( i3 ) 

representando por o (s*) infinitésimos de orden superior a s*. 
En ( I 3 ) falta el término en ŝ  del desarrollo de x(s ) y el 
término en s del de y (s) puesto que, tomaiido la tangente y 
la normal como ejes coordenados, los coeficientes de dichos 

términos valen respectivamente — x" (o) = o, y' (o) = o. 

Análogamente, las ecuaciones de la segunda curva AB', si 
representamos por a su arco, serán de la forma 

Xi = o + b^ o3 _j_ Cj c*-(- 0(0*), 

.yi = a'io2 + b'i03 + c'i(54 + o(o*). (a) 
Los coeficientes de ( i3) y (i/i) están relacionados con 

los radios de curvatura respectivos R y R^ por: , 

I 

i 4 
A 

* 

f 
••'M 

b = ^ x " ' ( o ) = - ^ , a ' = f y " ( o ) = ^ , b '=- |y" ' (o ) . = - 6R2 
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' = = á - ; ' " ( ^ ) = - m . ' c - = = ¿ y - ' ( o ) = . ^ ¿ p - f | ] ( x 5 ) , 

y análogamente pa^a l^ °áegt|nda curva '̂ *'·l, 
La recta que uiiej''el· puáto P (a, p) con el jiunto B ( i , y) ^ 

cortará a la cujrva x^, y^ ei^ e | p^Unto B' cuyo valor correspon
diente de o estará dado pOr la ecuación de la recta PB 

(y - P) xi (a) — (x — a) y, (o) -j-x,p — y a = o 

Sustituyendo éh esta ecuación los 'valores ( i3) y ( i4) 
queda, para s suficientemente pequeño, 

(a's2+.b's»4^p's*ifía.(s*)--^j3) (â ^̂ ^ 

-i^ (s - f b s» TĴ  c s* + o (s*) — à) (a'i cj2 -I- b'i. (js - f c'i o* + o (a*)) 

-f (s + b'ss-|-c s* + ¿(s*)) P - ( a " s2 + b's» 4-c ' s* + o (s^)) a = o. 

Pongamos 

í ^ " s ^ M s 2 + Ns3 + Qs* + : . . (17) 

El problema consiste en determinar a, |3 (coordenadas de 
P) de manera que este desarrollo (17) tenga el mayor número 
posible de coeficientes M,N, Q , . . . nulos, con lo cual a — 9 
será un infinitésimo del mayor orden posible. 

Sustituyendo (17) en (16) y ordenando respecto las po
tencias de s, queda r 

((a'i — a ' ) a —pM)s2 + 

(a' — p N — p bi — a'i + 2 a a'i M -}- b p -f- a b'i — b' a) s» + 

(b '— p Q -f-"a' M — 3 p bi M — P Ci + 2 a a'i N — 2 M a'i + 

3 a b ' i M — b ' i + ac ' i + cP — c ' i a ) s * - f - 0 ( s * ) = o . 

(18) 

Si supusiéramos a y p conocidos, esta expresión, igualando 
a cero los coeficientes sucesivos, nos iría dando los coeficientes 
M, N, Q , . . . de la expresión (17) y por tanto el valor de c 
correspondiente al punto B'. Pero el problema propuesto no es 
éste, sino el de determinar a, p con la condición de que sean 
iguales a cero el mayor número > posible de coeficientes M, 
N , Q , . . . . 

4 

V 

k 



normal común. .Lon.es^ ^ço^diçipn^^^^ 
do coeficierite,' para què .sea' N'='0w3çbe'taèrM v\-̂^̂  '''•'. "•••.''• '•' • '••••^m'^ 

. • • ' • • ; • - • • • , l··'••,••,•, • • • • • • . v ^ • • · • · . . .. • - • , • . - . • . m i í 

- a , — a » ' • . ' o • . • • • . • . • . . , , ' . i ^ 

• ^ = ^ T S - v = ^ x p : ••>:•:•:;•-..••• •• 
R, ' H 

Es decir, el punto P es precisamente el mismo punto 
obtenido en el problema del n.° 6. Gomó, contestos valores de 
a y P, los coeficientes. sucesivos del desarrollo (17) ya vendrán) 
determinados y en general serán distintos de cero, resulta que, 
tomando P como centro de proyección, en el caso de ser 
ai\-/=a.' o sea R- / -Ri , el infinitésimo o,— s es de 4.° orden. 

Si a'i = a' el primer coeficiente de (18) se anula para 
M = o cualquiera que sea a. Podemos entonces disponer de 
a y |3 para anular al 2.0 y 3er. coeficiente de (18) ',para 
M = N == Q = ' 0 . • Como, según ( i5 ) , siendo R¿ = R es también 
b ^ = b , el segundó coefitáente de ( i8) nos'dice que debe sei: 
a = o y el tercer coeficiente da 

b' —'b', 6R« l'6R,í 

1 /«•• 5 L \ ~ 3 
8 \ Ki» H3 j 

R 

# : m 

•í'f 

• M 

lo mismo que se obtuvo en {12). 
Esto supone R\- /=R' . Si todavía estos valores son iguales, 

SB deben tomar más términos de los Sesarrollos í i 3 ) , í'l4) y¡. 
el orden del infinitésimo o — s resulta superior a 5. 

8. Dados tres puntos A, B, C sobre la curva, consideremos, 
la cuerda BC = c y el ángulo B A C = 6 (fig. 4)- Cualquier 
función de c y 6 valdrá lo mismo para la curva que para 
el círculo que pasa por A, B y C. Para el caso del círculo es 
c = 2 r sen 6 y por tanto, considerando el límite para B y C 
tendiendo al punto A en cuyo caso r tiende al radio R del círcu
lo osculador, de cualquier manera como tiendan a este puntó ps-

lim 2R. (i9> 

En particular, si B y A coinciden desde un principio, l ia-
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9 ^ Interesante, porque se presta a una gener9Íji¿aciój^\que 
luego veremos, es el caso siguiente (fig 5) <, í 

« í 

r 

eV/^ 

i; 

'̂  "̂ .̂̂ C 

4 
/ 'V 

J:Í> 

Pig. 4 Pig. 5 

Consideremos el punto A y la tangente en él. Tomemos 
un punto B próximo a A y sea O el punto de intersección de 
la normal a la curva en A y la mediatriz de AB; sea C el 
punto en que la misma mediatriz corta a la tangente. Sea T 
el área del triángulo AOB y t la del triángulo ABC. Toda la 
figura está determinada por 3 puntos: dos confundidos en A 
y el B. Por tanto, toda operación con los triángulos T y t con-i 
duce al mismo resultado si se consideran A y B puntos de 
la curva dada o puntos del círculo tangente en A y que pasfl 
por B, el cual, en el límite para B tendiendo a A, tiende^al 
círculo osculador en este punto. i 

Para dicho círculo, llamando 6 al ángulo AOC es 

T = reseñe eos 6; t = r» tang 6 sen^ 6 

y por tanto, como el límite de r es el radio R del círculo 
osculador, se tiene 

lim — = R4. 
B — í - A *• 

( 20 ) 
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^ II PROPIEDADES AFINES 

Se llama cónioa osculatm a una curVa»pIaoa en un'pUnto, 
a la cónica limite, cuando existe, de {^quellas determinada^ por 
5 puntos de' la ¿urva Cuando todoà estbb puntos tiendeb^ a coin
cidir en el punto considerado Se entiende que, para que e^iSt^ 
cónica osculatriz, este limite debe ser el mismo de cualquier 
manera como los puntos tiendan a comcidir en el punto consjr 
derado, independientemente unos dé otros. • '"' 

Por consideraciones análoígás a las de los casos anterior
mente estudiados se deduce que todas las expresiones o propie
dades infinitesimales dé. una curva què, dependan únicamierite 
de 5 puntos infinitamente próximos, serán las mismas y ¡ten
drán el mismo valor para la curva y para su cónica osculatriz. 

Veamos algunas propiedades que derivan de esta simple 
observación. 

I . Consideremos la cuerda BC paralela a la tangente en un 
punto A de la curva y la recta r que une A con el punto me
dio de BC (fig. 6). El conjunto de la figura está determinado ' 
por 4 puntos: dos confundidos en A (que dan la tangente) y 
los B y C. Por tanto la posición límiíe de la recta r , cuando la 
cuerda BC tiende a la tangente, será la misma parà la curva ' 
dada que para cualquier otra curva que tenga con ella 4 pun
tos confundidos en A; en particular, para cualquier cónica 
que tenga en A cuatro puntos confundidos con la curva dada. 
Pero, para las cónicas, la recta r que une uno de sus puntos 
con el punto medio de una cuerda paralela a la tangente, es un 
diámetro. Por tanto: la posición límite de la recta r es el diá
metro de cualquier cónica que. tenga en A cuatro puntos co-i 
múnes con la curva, en particular el diámetro de la cónica 
osculatriz. 

Se llama parábola osculatriz a una curva en un punto, 
a la parábola que tiene en este punto 4 puntos confundidos co
munes con la curva. Como por 4 puntos pasan en general 2 
parábolas (es' el problema de las cónicas determinadas por 4. 
puntos y una tangente), parecería que hay dos parábolas oscu-
latrices, pero una de ellas degenera en la tangente contada dos 
veces y por tanto sólo queda una parábola propiamente dicha. 
Por consiguiente, la propiedad anterior puede enunciarse tam-

f 
vi. 

f M^ 

I 
. é 

'ñ 
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oíén: la posición límite de la recta r es el diámetro de la 
parábola osculatriz a la curva en el punto considerado. • 

La importancia en geometría diferencial de la posición 
límite de la recta r estriba en <jue, transformando, la curva 
por una afinidad, la parábola osculatriz en un punto se trans
formará en la parábola osculatriz de la transformada en el 
punto homólogo y por tanto un diámetro de la primera en 
un diámetro de la segunda; la recta límite r, tal como se ha 
definido, es, por tanto, invariante por afinidades y por esta 
razón se llama normal afín a la curva en el punto A. 

2. Una expresión que depende únicamente de 5 puntos 
próximos de la curva es la siguiente: ' 

Consideremos el punto A y la tangente en él (fig. 7). 
Por un punto próximo B tracemos la paralela BC a dicha tan
gente y la tangente BE a la curva. Uniendo A con el puntió 
medio de BC se obtienen los puntos H y E; .unamos A y E 
con C. Toda la figura está determinada por 5 puntos: dos 
confundidos en A; dos confundidos en B y el punto C. Por 
consiguiente, cualquier relación entre los triángulos que apa
recen en la figura será la misma para la curva dada que para 
la cónica que pasa por estos 5 puntos, la cual en el límite paral 
B tendiendo a A tiende a la cónica osculatriz. 

Fig. 6 Fig. 7 

Si se quiere, por ejemplo, calcular el límite del cociente 
entre las áreas de los triángulos ABH y EBH para B tendiendo 
a A, bastará hallar este límite para las cónicas, 
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' ' P a r a ' . u n a cónica, ios triángulos ABH y EBH tienen I^ 
niisma altura y en çxianto á las bases, por ser la recta BC la 
polar- de E , . los puntos E y, H separan armónicamente al 
punto A, y al punto A' (no dibujado en la figura) en que EH 
corta dé nuevo a la cónica; por tanto, en valor absoluto, es 

HA 
EA 

HA' 
'EA" 

Cuando B tiende a A, H y E tienden al mismo punto xV 
y por tanto el cociente anterior tiende a i . Luego el límite del 
cociente de las áreas de los triángulos ABH y EBH es igual 
a 1/2. 

Por tratarse de triángulos respectivamente de área doble 
de los anteriores, es también 

'i 
'•'W 

M 1 
1 
m 
•m m 

i i m ^ = = i _ 
B-í-A EBÇ 3 

( 2 1 ) 

relación válida para cualquier curva, en todo punto que admita 
cónica osculatriz. 

3. En el caso anterior, el valor límite encontrado es una, 
constante, independiente del punto y de la curva. En otros 
casos, así como en los casos de la primera parte se obtenían re
laciones cuyo límite dependía del radio del círculo osculádor, 
ahora se pueden obtener expresiones cuyo límite dependa de 
los elementos de la cónica osculatriz. 

Un ejemplo importante se encuentra generalizando el pro
blema 'n.o 9 de I. 

Tomemos ahora dos puntos A, B y las tangentes en ellos, 
que se cortarán en un punto D (fig. 8). Consideremos además 
el punto C en que la paralela por B a la tangente en A vuelve 
a cortar a la curva. Sea AO la recta que une A con el punto 
medio H.de BC, y DO la recta que une D con el punto me
dio E de AB. 

Tenemos de esta manera los triángulos ABO de área T 
y ADB de área t análogos a los del caso del n." 9 de la pri
mera parte. La novedad está en que ahora las construcciones 
hechas, consistentes en trazar tangentes y fijar puntos medios 
de segmentos, se conservan por afinidades; es decir, transfor-
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mando toda la figurà por una afinidad, los elementos de la 
misma se corresponden. i, ; \; 

Consideremos én particular l&s afinidades equivalentes, es 
decir, aquellas qiie conservan las áreas. Entonces, "si podemos 
obtener una relación entré las áreas T y t que tenga límite 
finito al tender B hacia A, este límite será un invariante dé la 
curva en el punto A, respecto las afinidades equivalentes. 

Para calcular el límite de cualquier expresión formada 
con los elementos de la figura se puede proceder como en los 
ejemplos del caso I. Se calcula la expresión de que se trata 
para la cónica que pasa por A, B, C y tiene en A y B lagi 
mismas tangentes que la curva; si esta expresión es una funr 
ción de los patómetros que fijan los puntos A, B, C y de los 
elementos de la cónica (por ejemplo las longitudes de los 
ejes), al hacer tender los parámetros a los valores neoesaxibs 
para que B y G vayan a confundirse con A, los elementos 
de la cónica tenderán a los elementos de la cónica oscu-
lalriz. Si con ello la expresión considerada tiene límite deter
minado, éste vendrá expresado únicamente en función de los 
elementos de la cónica osculatriz y será por tanto el mialtaio 
para cualquier curva con la niisma cónica osculatriz, en parti
cular, para esta misma cónica. { 

Bastará, pues, relacionar T y t para el caso de una ¡có
nica. En este caso, mediante una afinidad equivalente que 
conserve la cónica, se puede llevar el punto A a uno de los 
vértices y entonces T y t se calculan directamente sin dificultad. 

Así, para el caso de la hipérbola de ecuación - ¡ 

poniendo AH = h, es (fig. 9) 
b2 = I 

Pig. 8 Pig, 9 
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H B = f | /2ah + h2 ; AD 

de aquí 

2 a + h 
j / 2 a h + h2 

• ) /2ah + h2 bh ^ A D . A H = | ,-. 
2 2 2 a + h 

de donde 

T3 
l i m : ^ = (ab)2. 

h—X) 
(22): 

Para el caso de una elipse, procediendo de la misma ma
nera, o bien observando que se puede reducir el problema al 
caso del círculo por afinidad, se obtiene el mismo valor lí
mite, siendo ahora a y b los semiejes de la elipse. Para el 
caso de la parábola el límite anterior es infinito. 

Cualquiera que sea la curva, si en el punto A tiene una 
cónica osculatriz cuyos semiejes sean a y b, valdrá esta rela
ción (22). 

En lugar del límite anterior se suele considerar 

lim. ¡— = (ab)!". 

Esta expresión (que se acostumbra a tomar con signo -|-
si la cónica es una elipse, y con signo — si es una hipérbola), 
siendo a y b los semiejes de la cónica osculatriz, ¡es, según se 
dijo, invariante por afinidades equivalentes y se llama radio de 
curvatura afín de la curva en el punto A. Se tiene así una re
presentación geométrica de la curvatura afín de las curvas 
planas. 
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