TIRADA APARTE DE MATEMATICE NOTE - ANO VII - FASC. 4

CURVAS D SOBRE CONOS

por

L. A. SANTALS

1. - Introduccion. — Recordemos que se llaman curvas-D, o
curvas de Darboux, de una superficie, aquellas cuya esfera oscu-
latriz en cada punto es tangente a la superficie (1).

En este trabajo nos proponemos estudiar las curvas-D sobre
las superficies conicas. Veremos que en este caso la ecuacién
diferencial de las mismas sc puede integrar por cuadraturas,
dando un resultado relativamente simple que permite la discu-
8ion completa.

2. - Ecuacion diferencial de las curvas-D.— La ecuacion di-
ferencial de las curvas-D fué dada por primera vez por Dar-
boux (2). Vamos a obtenerla rapidamente en la forma que nos

serd util para el objcto perseguido.
Sea

X =X(u,v) (2.1)

la ecuacién vectorial de la superficie; es decir, con (2.1) se in-
dican abreviadamente las tres ecuaciones paramétricas X;= X;(u,v)
(i=1,2,8) de la superficie.

Una curva sobre la superficic estara dada por dos funcio-
nes u=u(t), v=v(t) de un pardmetro t. Si el punto Z(t) es
el centro de la esfera osculatriz a la curva . X=X(u(t),v(t)) y
r el radio de la misma, sc cumpliré la relacién vectorial

(') Bibliograffa sobre estas curvas se puede ver en la Encyclopddie der
Mathomatischen Wissenachaften III,, D 3, phgs. 181-182. Ver también: G. LogIa,
Curve sghembe speoiali, vol. 2, pag. 225.

(*) Comptes Rendus de V’Academie des Sciences, Paris 1871, p. 783.
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(X —Z)2=r. (2.2)

Por definicion de esfera osculatriz se deben cumplir tam-
bién las relaciones que se obtienen derivando tres veces la ecua-
cién anterior suponiendo Z y r constantes. Es decir,

(X——Z) X' =0
(X—-2)X"+X2=0 (2. 3)
X X'+ (X—-2)X"=0

donde los productos son productos escalares de vectores y los
acentos indican derivadas respecto el parametro t.

Si la curva X =X(u(t),v()) es una curva-D, el centro Z
debe ser cl punto de la normal a la superficie que dista r del
punto X, o sca llamando E al vector unitario normal a la
superficic debe ser

X—Z:I‘E

Sustituyendo csta expresion en (2.3), la primera ecuacibn
se satisface idénticamente, por ser EX’=0 (por ser X’ tangente
a la superficic) y las dos restantes dan

X24+reX"=0
(2.4)
3X' X" 4reX"=0.

La ecuacidn diferencial de las curvas-D se obtendra elimi-
nando r cntre estas dos ecuaciones. Pareceria que la ecuacién
resultante es de tercer orden, pero derivando £X’=0 dos veces,
se obtiene

. 2IXI+EXII:0
(2.5)
E”X"l‘ZE'X”‘I“EX"’:O

y de esta tltima ecuacion se puede obtener & X™, valor que
sustituido en la segunda ecuacién (2.4) y, eliminando r con
la primera, permite llegar al resultado final

PRI SN
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3 X'X” _ ,2EIXII —{-E”X’
X2 - 12.G

(2.6)

que es la ecuacién diferencial de las curvas-D en forma vec-
torial.

8. - Curvas-D sobre conos. — Para definir un cono conside-
remos como curva directriz de las generatrices la curva de inter-
seccién del cono con una esfera de radio unidad cuyo centro sea
el vértice del cono. Esta curva sera una curva esférica cuya ecua-
cion vectorial sera de la forma

E=E(s) (3.1)

siendo s el arco de la curva y cumpliéndose la relacién
Er=1. (3.2)
La ecuacién del cono puede escrivirse, entonces, en la forma
X=)E(s) (3.3)

siendo \ el parametro que fija los puntos sobre cada generatri.
Es decir, los parametros u, v del n°. 1 son ahora s, \; el primero
fija el punto sobre l. directriz y por tanto la generatriz del cono,
y el segundo el punto sobre esta generatriz. Una curva sobre el
cono estara dada por dos funciones A =X(t), s=s(t). Para sim-
plificar los cilculos tomaremos ¢=s, con lo cual toda curva del
cono estar?. determinada por la sola funcién X =2X\(s).

Para aplicar la ecuaci6n (2.6) necesitamos las dos primeras
derivadas de E(s); recordemos para ello que E’(s) =T(s), indi-
cando por T el vactor tangente de médulo unidad a la curva
(8.1) y que, ademés, valen las férmulas de Frenet

T'=XN, N=—xT+1B, B =—1tN (3.4)
siendo N y B los vectores unitarios normal principal y binormal

respectivamente, y x,t la curvatura y torsién de E(s).
Se tiene con esto derivando (3. 3),
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X' =NE+\T
(3. 5),
X'=NE+2NT+1xN.
Ademas, el vector normal § se expresa por !
E=EAT , (3.6),
indicando A el producto vectorial, de donde, S
E=x(EAN) i
€=« (EAN) + » B—x2 (EAT) + < (EAB) 8.7)
por ser B=TAN. J
De las formulas anteriores se deduce
X2 =22 4 \2
X' X"=NN 42X N+ AN % (EN)
X' =A\xT (EAN)=—X%x(TAN)E=—\x(EB) - (3.8)

EX"=2xN (EAN)T=2xXE(NAT)=—2xX (EB)
"X’ =xXN (EB) —\ %' (EB) + X\« t (EN).

Sea o el éngulo que forma la normal principal N con
el radio de la esfera que contiene E(s) que va al punto de con-
tacto. Puesto que el vector E tiene la direccion del radio y el
sentido hacia el exterior de la esfera, es EN = cos (n—a) =—ocos a.
Ademés, por el teorema de Meusnier aplicado a la esfera” (de
radio 1) que contiene E(s) es cosa=p, siendo p el radio de
curvatura de la curva E(s), o sea p=1/x. Por tanto

-

EN=—21, (3.9)

%x

Siendo E, N, B perpendiculares a T, estin en un mismo pln—
no y, por tanto,

2_
EB=seno= l—p"—‘/—,i- 1

. . (3.10)
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Sustituyendo estos valores en (3.8) y reemplazando los
valores obtenidos en la ecuacion (2.6) de las curvas D, después
de simples transformaciones queda

ne ’ ’ ’
BNTHAN) N T, (3.11);
NN X % Yxi—1 '

Todavia esta ecuacién se puede simplificar. En efecto, la
curva E(s) es una curva situada sobre una esfera de radio uni
dad; por tanto, el radio de su esfera osculatriz en todo punto
vale 1 y, por tanto, se cumple la relacién (3)

1 LA
E + xit?
de la cual se deduce
x'

T

=

y, por tanto,

’ ’

*®

% w1 xi—1 .

T AKX

:3.12)

Sustituyendo en (3.11), resulta que la ecuacién definitiva
de las curvas-D sobre la superficic cénica (8. 3) es

SOMMHAN) g N _ (3.13)
A2 A %] ‘

Una primera integracion da
3 1
> log (A\34-\"2) —8log A= = log (x*—1) +a,

siendo a una constante de integracion.

(*) Ver por ejemplo, W. BLASCHKE, Differentialgeometrie I, pig. 84; o bien
W. GRaUSTRIN, Differential Geometry, phg. 73.
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De aqui
(AFN2)32=b N3/ 2

siendo b la constante e’. De esta ecuacién se deduce

N -
~ =+ )C (x2—1)113 -1

siendo C la nueva constante bh?/3.
Una dltima integracion nos da finalmente como ecuacidn de
las curvas-D sobre las superficies conicas

\=Aexp (+ [V C(=—1)5—1ds) (3.14)

siendo A una nueva constante de integracién e indicando por
expz la funcién e=.

4. - Discusion. — En la ecuacién (3.14) aparecen dos cons-
tantes arbitrarias A y C. La constante A queda determinada
dando cl punto inicial d2 la curva-D, pues haciendo s =0 resul-
sulta A=X(0). La constante C queda determinada por el angulo
que forma la curva-D con la generatriz del cono correspondieuate
al punto inicial. En efecto, llamando © a este 4ngulo, es

. A 1
ang o =—- -& —_—,
8°=% =LY C (x2—1)15—1

(4.1)

de donde se despeja C, teniendo en cuenta que x tiene el valor
correspondiente a la generatriz que pasa por el punto inicial. Al
elevar al cuadrado para despejar C, el doble signo del radical
desaparece; es decir, dado ©, queda determinado un valor uni-
co para C.

En cambio, a cada par de valores A y C corresponden dos
curvas-D, correspondientes al doble signo que aparece en (3. 14).
Segiin (4.1) estas dos curvas se cortan en el punto inicial, segin
direcciones simétricas respecto la generatriz.

De (4.1) se deduce una consecuencia notable, a saber:
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una curva-D cualquiera de una superficie conica corta a todas
las generatrices que corresponden a un valor dado de % de la
curva directriz bajo dngulo constante.

En consecuencia: 1°. Si una curva-D corta varias veces a
una misma generatriz del cono, lo hace siempre bajo el mismo
dngulo. 2°0. La condicién necesaria y suficiente para que una
superficie cénica tenga una curva-D que corta a todas las gene-
ratrices bajo un mismo dngulo (o sea, es una lozodrémica), es
que sea de revolucidn (o sea, x = constante). En cste caso, todas
las curvas-D gozan de la misma propiedad.

Segin los valores de C, las curvas-D de un cono pueden
presentar dos formas diferentes. Cabe, en efecto, distinguir dos
casos:

1. La curva-D da la vuelta completa al cono. Sea x,, el valor
minimo de la curvatura de la curva directriz E(s). Por estar esta
curva situada sobre la esfera do radio unidad es %, =1.

Para que una curva-D de la vuelta completa al cono, o sea,
corte a todas las generatrices, el radical que figura en (3.14) debe
ser siempre real y, por tanto, debe cumplirse la condicién

1

Gz aqyus

A

(4.2)

En este caso, suponiendo que se trata de una superficie coni-
ca cerrada, la curva-D dara infinitas vueltas, alejaindose por un
lado infinitamente del vértice del cono y acercandose asintética-
mente al mismo por el otro. Llamemos Xy, X;, Xy, ... a los va-
lores de X\ correspondientes a los puntos en que una curva-D
corta a una misma generatriz. Consideremos, por ejemplo, la
curva-D correspondiente al signo + en (8.14) y pongamos

L
K =exp f Y C(x2—1)13 ~1ds (4.8)
0

siendo L la longitud total de la curva cerrada E(s). Segun la
ecuacion (3.14) de la curva-D, sera

A=A, \,=AK, A=A K2,

y, por tanto,
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Ap=X, Kn (4- 4)
y, anélogamente, hacia el lado del vértice,
Ap=X K. (4.5)

Estas expresiones nos dicen que los puntos en que una curva-
D corta a una misma generatriz van alejindose o acercdndose
al vértice del cono, szqun lz ley potencial (4.4) o (4.5), res-
pectivamente.

Ademas, por verificarse \;,/\;= K = constante, igualdad vé-
lida para cualquier generatriz, se tiene: los arcos de una misma
curva-D comprendidos entre pares de puntos de interseccién con-
secutivos de una misma generalriz, son homotéticos respecto ol
vértice del cono.

Si en lugar de considerar la curva-D correspondiente al
signo + en (3.14) consideramos la correspondiente al signo -—
con los mismos valores de A y C y al mismo tiempo invertimos
el signo de la variable s de integracién, todo lo anterior vale
igualmente. Ademaés, después del punto inicial, las dos curvas vol-
veran a cortarse en un punto de la generatriz correspondiente al
valor de s, para el cual es

s L

f:%f | (4.6)

0 0

donde debe entenderse que bajo el signo de integracién estd la
misma funcién que figura bajo el signo integral en (3. 14).
Ademés, si a partir de un punto de interseccién se conside-

ran las dos curvas, sean X\ y A, correspondientes a los dos signos

dee (3. 14)‘, es M =A?, siendo la constante A el valor de X\
correspondiente al punto de interseccién considerado. Esto nos
dice que las dos curvas son inversas respecto de la esfera de
centro el vértice del cono que pasa por el punto de interseccién.

Se puede, por tanto, enunciar:

Las dos curvas-D que corresponden a los dos signos de
(8.14) prolongadas cada una en los dos sentidos ,del arco s, se
cortan infinitas veces, estando los puntos de interseccién sobre dos
generatrices: la correspondiente al punto inicial y la correspon-
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diente al valor dq s definido por la ecuacidn (4.6). Ambas cur-
vas son inversas respecto de cualquier esfera de centro el vér-
tice del cono que pase por uno de los puntos de interseccion.

Fig. 1

En la fig. 1 se han representado dos curvas-D correspon-
dientes a este caso.

2. La curva-D no da la vuelta. completa al cono. Si no se
cumple la condicién (4.2), o sea, es

1

O G

(4.7)

la curva-D no corta a todas las generatrices y queda interrumpida
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en la generatriz correspondiente al valor de x(x>x,) tal que

- L (4.8)

(%2 —1)13 ~
y segin (4.1) la curva-D incide ortogonalmente sobre esta ge-
neratriz de detencién.

A partir de este punto de detencion puede retrocederse.
cambiando el signo en (3.14) y al mismo tiempo el sentido de
recorrido de la variable s de integracion. Se obticne asi la pro-
longacién de la curva-D s2giin una nueva rama que es inversa
de la anterior respecto de la esfera de centro el vértice del cono
y que pasa por el punto de retroceso. Se obtiene asi una sucesién
de ramas comprendidas entre las dos primeras generatrices para
las cuales vale (4.8) y comprenden al punto inicial, las cuales,
alternativamente, son homotéticas respecto del vértice Jdel cono.
Es decir:

Considerando todas las ramas como una sola curva-D, ella
resulta inversa de si misma respeclo cualquier ecsfera de centro
el vértice del cono que pasa por uno de los puntos de retroceso.
Ademds, tomadas alternativamente, las ramas son homoltéticas
respecto el vértice del cono.

Si a partir del punto inicial se hubiera tomado el signo
opuesto en (3.14), se tendria otra sucesién de arcos anéloga a
la anterior, siendo cada arco dc esta sucesién homotélico del
correspondiente en la sucesion anterior, respecto el vértice del
cono como centro de homotecia. Estas ramas se cortan alterna-
tivamente en puntos de la generatriz qus pasa por el punto ini-
cial y de otra generatriz.

Si s, y —s, son los valores de s correspondxentes a las ge-
neratrices para las cuales vale (4.8), el valor de s correspon-
diente a fa scgunda generatriz que contiene los puntos de inter-
seccién estd dado por la condicién

donde, como antes, la funcién subintegral, que se omite por
brevedad, es la que figura en (3.14).
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A partir de este punto s las curvas volverin a encontrarse
sobre la generatriz correspondiente al punto inicial, y asf sucesi-
vamente,

Fig. 2

Ambas curvas presentan, por tanto, las formas de la fig. 2.

5. Caso del cono de revolucion. — Obsérvese que la fun-
cién () es precisamente la ecuacion en coordenadas polares
de la curva plana en que se transforma la curva-D del cono
al desarrollar el mismo sobre el plano. El arco s pasa a ser
el dngulo polar ¢.

Para el caso de un cono de revolucién la directriz esférica
E(s) es un circulo menor y, por tanto, x==constante. En este
caso la ecuacién (3.14) nos da A\=Aexp (Bs) (B=constante),
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o sea: el desarrollo de las curvas-D de los conos de revolucion
son espirales logaritmicas.

Hay que observar que, puesto que el desarrollo del cono
llena solamente un anguo del plano, para tener la espiral loga-
ritmica completa hay que suponer el cono formado por infinitas
hojas superpuestas, que se desarrollan una a continuacién de otra.

En vez de considerar el desarrollo se puede considerar la
proyeccion de la curva-D sobre cl plano de la base del cono de
revolucion. Como el radio vector R de la proyeccién estéd re-
lacionado con X por R=Xsen9, siendo & el angulo que for-
man las generatrices con el eje del cono, resulta que también
esta proyecciébn es una espiral logaritmica y reciprocamente.
o sea:

La proyeccion ortogonal de las curvas-D de un cono de re-
volucidn sobre el plano de la base son espirales logaritmicas y.
reciprocamente, cualquier espiral logaritmica del plano de la ba-
se de un cono de revolucion cuyo punto asinidtico sea el centro
de la base, se proyecta sobre el cono seqin una curva-D.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.



