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Introducción. - Son bien conocidos los hermosos resultados 
que B l a s c h k e ha obtenido en el Vol. 2 de su Geometría Di
ferencial aplicando la geometría diferencial afín de supdrficies 
al estudio de los cuerpos convexos [1]. Por otra parte, las ven
tajas de tratar la geometría diferencial por el método del triedro 
móvil y el uso de las formas diferenciales, siguiendo a E. Car-
tan, son también evidentes. Siguiendo este método vamos a es
tablecer en este trabajo las ecuaciones fundamentales de la geo
metría diferencial afín de superficies, para obtener luego (Nros. 
8, 9, 10) algunas fórmulas integrales y unas caracterizaciones 
del elipscñde, en parte conocidas, pero que con el método utili
zado aparecen da manera natural y bastante más simplemente 
que por los métodos antea utilizados. 

En un trabajo anterior [13], hicimos algo análogo, pero uti
lizando como triedro fundamental unido a cada punto de la 
superficie el formado por las tangentes a las líneas asintóticas 
(además de la normal afín), lo cual obliga a la introducción de 
imaginarios para el caso de puntos elípticos. Como las princi
pales aplicaciones que tenemos en vista se refieren a superficies 
convexas, es mejor utilizar otro triedro que sea real en el caso 
de puntos elípticos. Por esto vamos a tomar ahora como vec
tores fundamentales en cada punto la normal afín y las tangentes 
a las lineas de curvatura afín. 

El único texto que conocemos en que la geometrii dife-
nncial afín de superficies está tratada por los métodos de E . 
C a r t a n es el reciente de J . Favard[6] , al cual remitimos 
para cualquier aclaración acerca del método en general, aunque 
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aquí tomamos un triedro distinto, mas conveniente para las apli
caciones de los Nros. 8, 9, 10(*). 

l.-El grupo afin y sus ecuaciones de estructura. Vár[4]. 
En el espacio ordinario de tres dimensiones consideremos el 
grupo de las transformaciones afines unimodulares, es decir 
el grupo 

(1.1) Xi' = 21aJ'Xk + bi, det |o(«'|=l. 

El triedro móvil de «ste grupo está formado por un pun
to X y tres vectores Ii,l¡,I¡ que tienen su origen en ^ y sa
tisfacen la condición 

(1.2) ( / I / 5 / 8 ) = ( / I A / 0 . / » = 1. 

donde A representa el producto vectorial y el punto el pro
ducto escalar. 

Poniendo 

8 8 * 
(1.3) cíX = 2toi/¡, d / ,= 2<D/'/fc 

quedan definidas las componentes relativas a>', ooĵ i del grupo 
afín unimodular, que se pueden calcular a partir de estas rela
ciones y de (1.2). Por ejemplo, se tiene 

ooi = ( d X / j 3 ) . cot = ( / , í fX/,) , a ,»=( / i / ,dX) 
(1.4) 

a,,i = ( d / , / , / , ) . a,,« = ( / j d / , / , ) 

Diferenciando (1.2) se obtiene la relación 

( 1 . 5 ) 09il + 09,í + « , » = 0 . 

(') f*̂ lTo algunas modifieaeionM j eouplemeiitM el preiente trabajo ea 
el contenido de nna eoníereneia del antor en el " Ooloqoio Henrl Poinearé'% 
que tOTO logar en el Inetitnto H. Poinéaré de Paria, en oetnbie de 1904, para 
«oamemorar el eentenaiio del naelodento d«l llvatie matemático,' y qtM f«» 
pvUieada en mimeigrafo en el volomcn de laa Aetaa dd Ooloqvla. 



— 22 — 

Tomando la diferencial exterior de las ecuaciones (1.3), 
teniendo luego en cuenta las ecuaciones mismas, se obtienen las 
ecuaciones de estruclura del grupo afín unimodular, a saber 

8 3 
( 1 . 6 ) ÍÍC0« = 2;C0'' ACO^', d CO J( = 2 CO/' A CD;,''. 

k-l k-\ 

Aquí el símbolo A ' representa producto exterior. No hay 
confusión posible: aplicado a vectores, el signo representa el 
producto vectorial, y aplicado a formas diferenciales al pro
ducto exterior. 

2. - El triedro afín de Frenet ds una superficie. Ssa 

(2.1) X=^X{u,v) 

la ecuación vectorial de una superficie S. Para su estudio afín, 
vamos a tomar el triedro {X,!{) de manera conveniente, haciendo 
intervenir para la determinación de los vectores /,- elementos 
geométricos de S que sean invariantes respecto el grupo afín 
unimodular. 

Empezamos por tomar el origen X del triedro sobre S y 
los vectores /^,/j tangentes a S. Esto equivale a decir que los 
vectores li,l^,dX están en un mismo plano, y por consiguiente 

(2.2) (/i/ijrf;V) = «3 = 0 

de aquí resulta dcoS = 0 o bien, en virtud de (1.6), 

( 2 . 3 ) 09I A CÔS + coi A OOg» = 0 . 

Como 00̂ , CD* son formas diferenciales independientes, las 
co/̂  son combinación lineal de ellas que, teniendo en cuenta 
(2.3), serán de la forma 

(2.4) oojS = a 0)1 + 6 co*, tOjS = ¿ col-|-c 0)2, 

Las linem asintóticas de la superficie, invariantes por pro-
yectividades y por tanto por afinidades, ae definen por tener en 
cada punto el plano osculadcv tangente a la superficie, es de-
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bir, por estar el vector d^X en el plano tangente. Su ecuación 
diferencial es por tanto (/̂  13 d^ X)=0, o sea, 

(2 . 5) ( / i , / „ , col rf / i f 002 d / , ) = Ojl CD̂S + CD2 00,' = O, 

es decir, teniendo en cuenta (2. 4), 

(2.6) a(o)í)2 + 26coico2 + p(oj2)* = 0. 

La condición para que dos direcciones d^ = oô  /^ + 008 / j , 
d*X — rol* /j -f- ro2* /g sean conjugadas será 

(2. 7) a rol rol* t- 6(ro* «** + m* col*) + e ro» ro2* = 0. 

Por tanto, eligiendo los vectores I^, l^ de manera que »ean 
tangentes conjugadas de la superficie, tendremos 6 = 0 y por 
tanto 

(2.8) 03j3 — a 0)1, TOj' = e ro*. 

Observemos que de la ecuación de las líneas asintóticas, sien
do ahora &=:0, se deduce que es a e > 0 para los puntos elíp
ticos, ae<Q para los hiperbólicos y ae = 0 para los parabólicos. 
Como tenemos en vista aplicaciones a las superficies convexas, 
nos limitaremos al caso de superficies con solo puntos elípticos, 
es decir, supondremos 

(2.9) ae>Q. 

Para el caso de puntos hiperbólicos, siendo las asintóticas 
reales, lo más cómodo es tomar por vectores 7̂ , l^ las tangentes 
a estas curvas (ver [12]). Para el caso de puntos parabólicod las 
superficies son desarrollables y exigen un tratamiento especial 
(ver, Favard[6]) . 

Vamos a ver como se transforman a,e por un cambio de 
ejes de la forma 

/ , *= .o / i + |3 / , 

(2.10) /g* = X/i + fi/2 
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siendo D = a |i — X p, con la condición de que l^, 12* sigan 
siendo tangentes a direcciones conjugadas, o sea, 

(2.11) a a X f e P n = 0. 

Se tiene 

ooi»* = a* 0)1* = (Ij* I* d Ii*) = D(o a 0)1 + p e oo>) 

cDj»* = e* co«* = (/i* /,*"<i /j*) = D(X a 0)1 + f* e m») 

de donde 

^ 0D8 pD» 
a* = a = e 

fi X 
^ nD« \D» 

e*= e = -—a. 
o P 

De aqui 

a.*e* = D*ae. 

Por tanto, siendo a e > 0 , podemos hacer a = l, e=sl con 
tal de tomar 

r. 1 M 3̂  
oc oD» eD» 

Con ello, la oondicióa (2.11) se satisface y queda todavía 
un parámetro arbütrarid. SÒfweatos elegidos / j , / | de manera 
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que se cumplan estas condiciones y por tanto a = l, e = l, las 
ecuaciones (2.12) dan 

0 = fi. |3 = - X . n2 + X 2 = l 

o sea, poniendo X = —eos*, n = sen9· queda todavía posibld un 
cambio de la forma 

Ii* = sen * /i + eos & I¡ 

(2.13) / j * = - cos&/ i + sen»/2 

Los coeficientes a, ^ se pueden determinar por la condición 
de que sea 0)3'* = 0. En efecto, es 

0038* = ( / j* /g* d I¡*) = a ooi» + p cDj» + (038 = o rol + P to» + ro38. 

Suponiendo que sea 033* = a ro^ + 6 co*, bastará tomar a = — a, 
P = —6 para tener 0038'" = 0. Con esto queda bien determinado 
/g (normal afín). 

Para 7̂ , 12 queda todavía posible la transformación (2.13) 
con el ángulo arbitrario 9'. En general es conveniente tomar 9' 
de manera que 7̂  coincida con una tangente de D a r b o u x 
(Favard[6]) , pero para nuestro objeto es preferible hacer que 
7 ,̂72 sean tangentes a las lineas de caroatura afín. Vamos a 
ver como ello es posible. 

Las lineas de curvatura afín están determinadas por la con
dición de que a lo largo de ellas la normal afín describe superfi
cies desarroUabks. Poniendo Z = X —p7,, se tiene 

dZ = dX-dpii-pdIi 

= (rol - p rojí) 7i + (ro« - p TOJ») 7, - d p 73. 

La superficie Z = X — pI¡ será desarroUable si se puede 
determinar p de manera que dZ e I¡ tengan la misma direc
ción, o sea si se cumple 

oai cojí _ 00* Wji = 0. 
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Esta es la ecuación diferencial de las líneas de curvatura 
afín. Para que ellas sean las lineas coordenadas (tangentes a 
/j , /g), debe reducirse a (X)ico* = 0, o sea, suponiendo 

oojí = m col -f n 092, CO32 = r 09̂  + s 0)8 

debe ser r = n = 0. Elsto parecen dos condiciones, pero siendo 
0933 = 0 equivalen a una sola. En efecto, se tiene 

d CO3' = CO3I A 00̂  + oog* A tn* = — (n — r) 09* A cô  = O 

y por tanto r = n. Vamos a ver como podemos elegir & de • 
manera que sea r = n = 0. 

Por un cambio de la forma 

(2.14) 

/ i* = sen*/ i + cos&/j, /g* = - eos &/^ + sen &/j, h* = h 

se encuentra 

oji* = {d I¡* I¡* 13*) = eos a C03* + sen & Wgi 

= (r eos & + m sen 8̂ ) col + (s eos & + 1 sen &) co* 

y también 

cíji* = m* 09I* -f- n* tn** 

= (m* sen & — n* eos &) coi + (m* eos * + n* sen O·) <»*. 

Por tanto ae tiene el sistema 

m* sen & — n* eos O· = r eos ̂  + m seo & 

m* eos S· + n* sen & = « eos * + n sen ·̂ 

de donde 

n* = íi sen* & — r eos* & + (s — m) sen ^ eos &. 

Para r ae obtiene el mismo valor. Por tanto se tiene una 
sola ecuación en &, la cual permite determinar este ángulo d» 
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manera que sea r = n = 0. La ecuación en & tiene las raíces 
reales puesto que, siendo r = n, es 

(s-m)2 + 4n»>0 

y solo igual a cero si s = m, n = 0 en cuyo caso la ecuación 
n*=0 es una identidad y el punto un umbUico afín de la su
perficie. 

Queda asi el triedro completamente determinado. Pon
dremos 

033! = k CO ,̂ OOg» = fc' OOg 

siendo k,k' dos invariantes llamados las cvuvaturas principólas. 
Para un umbilico ,es fe = fr'('). 

Hemos obtenido, en definitiva, el triedro de Frenet, bien 
determinado en cada punto si no es un umbilico, y salvo la 
transformación (2.14) para los umbílícos. 

Las fórmulas (1. 3) se reducen a las siguientes fórmulas 
de Frenet, fundamentales para el estudio diferencial afín de 
las sû êrf icies: 

dli = ooi* 11 + C0i« I¡ + 0)1 / j 
(2.15) 

d / 8 = OOgl / j + COj» / g + 00» / j 

d/3 = /fmi/i + fc'a)í/j. 

Puesto que ooi, oo> son independientes se puede poner 

ooj* = o 0)1-f-P ajS, (Ojl = Y «o*-+ ^ *»' 
(2.16) 

OOjl : = — COjí = p col - | - g 00*. 

Los coeficientes de estas fórmula ,̂ que son invariantes afi-

(*) En la BOtaelóii de BLABCBU [1, p. ISO] IM tigmo» é» I j i' «parecen 
eambiadM. 



— 28 — 

nes, no son independientes. Eln efecto, teniendo en cuenta (2.8) 
con a = e = l , se tiene 

d{mj^ — col) = 00^1 A CDjS + C0i2 A OOg* — Ojl A CD l̂ — C08 A OOgl = o 

¿(oOg* — C02) = CO/ A m,} + m¡¡^ A OOg' — » * A OOi» — Oo2 A OOĝ  = O 

y de aquí, teniendo en cuenta (2.16), 

(2.17) ;, = _ -LO + b), q = ±{a + y). 

Obsérvese que con las notaciones (2.16) se tiene 

d col = (q — Y ) col A co* 

(2.18) 
d(D«=(p + p)<Dl Ato*. 

3. - Las condiciones de integrabilidad. Las ecuaciones de es
tructura (1.6), aplicadas al caso actual de las ecuaciones (2.15) 
con las relaciones (2.16), (2.17) nos dan las condiciones de in-
tegrabilidad del sistema (2.15). 

Definiendo las derivadas covariantes / i , /2 de una función 
/(u, v) por la relación 

(3.1) df^hayt+f¡ay» 

se encuentra inmediatemente que las condiciones de integrabili
dad pueden escribirse 

2(gi-p2) = Oi + Yi + Pí + ^2 = 3(ab-PY) 

2 0 i - a g ) = - 3 ( a í + p í ) - ( oY + Pf»)+2fc' 

(3.2) 2(í>i-Yg) = 3(í)« + Y«) + (pf> + a"r)-2fc 

fcg' = P(fc-/c')-

4. - Desarrollo canónico alrededor de an pvmio. Tomemos el 
punto X de la superficie como origen da condenadas. Las fór-
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muías (2.16) permiten hallar inmediatamente, por diferencia
ciones sucesivas, el desarrollo 

(4.1) X = dX + -^d^X+^diX+... 
2 6 

alrededor del origen. En efecto, diferenciando y aplicando las 
mismas fórmulas (2.15), se obtiene 

d A: = co i / j + to2/¡, 

diX = (dmi + col 00̂ 1 + co2 oojí) /^ 

( 4 . 2 ) + (dco» + col 00̂ * + 0)2 OJg») / , 

_|_ (ooi ral 4- ro» 00») / j 

d9X = {...)Ii + {...)I^ + [S{(oidmi + mUcoi) 

+ ((coi)8 - 3 col (co2)í) p -((cD«)3 _ 3 oo2 (coi)2) q] /g 

y así sucesivamente. En la última expresión los coeficientes de 
11,1 i no se han escrito porque no van a interesar. 

Si a la componente según I¡ la representamos por z y a 
las componentes según ¡iils por x,y, en el origen será cji.—x, 
ay* = y, resultando el desarrollo canónico 

(4.3) z-^^{xi + yi) + L[p(^x»_Sxy^)-q{y^-Sxiy)]+... 

5. - Formas diferenciales invariantes. Cualquier combinación 
de ooi, 00̂  será una forma diferencial invariante por afinidades 
unimodulares. B I a s c h k e [ l ] llama forma cuadrática funda
mental a 

( 5 . 1 ) «p = (C0l)« + (CD«)Í. 

Según (2.6), la ecuación 9 = 0 es la ecuación diferencial 
de las líneas asintóticas, imaginarias en nuestro caso, que hemos 
adaptado al caso de puntos elípticos. 

Así como esta forma cuadrática es la componente según 
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/g de d^X, es importante también considerar la componente 
de d^X según el mismo eje. Salvo el sumando 

3(a>J rfcol + 008 dmi) = - | - d 9 , 

' esta componente es 

(5. 2) ti» = p [(mi)» - 3 CD1((D2)»] - q [(oo»)» - 3 OO«(CD1)2] 

que es la llamada forma cúbica fundamental. Ea cada punto, 
las direcciones dadas por v)> = 0 son las tangentes de Darboax 
de la superficie. 

Puede ser instructivo expresar estas formas invariantes me
diante la notación de B l a s c h k e . Para ello, consideremos 
referida la superficie X = X(u, v) a un sistema de coordenadas 
curvilíneas u,v cualquiera, respecto el cual sea 

(5.3) m^ = aidu + bidv, (oi = a¡du + bfdv. 

De aquí 

(5.4) dX = col / i + co2 /j = («1 Ii + a, /j) du + (61 ¡i + ftg /g) do 

o aea 

(B. 5) Xu — aili + a^I^, X„ = 61/1 + 62'2-

Además, de (4. 2) se deduce 

(5.6) 9 = (a)i)2+(coí)2 = (/i/jCÍ2X). 

Para sustituir en esta expresión / i , /g por X^f,X„, obser
vemos que de (5.5) se deduce 

(5.7) X^AX„= (oi 62-a¡61) /i A /g = /)(/i A ¡i) 

habiendo puesto D = ai62 —Og î-
De (5.5) y (5.3) se deduce 

<5.8) X„,= (...)I, +{.-..) I, + {a,b, + a,b,) I, . 



— 31 — 

de donde, poniendo según BI a s c h k e 

(5.9) L={X^X,X,,). M = {X,X„X,„), N = {X„X„X,,) 

resultan las relaciones 

L = D{ai» + a^i). M = D{aib, + aib,), Â  = D(6,2 + 6̂ 2) 

y de aqui 

(5.10) D* = LN-M'. 

De (5.6), (5.7) y (5.10), resulta 

_ {X^XJ*X)_ Uui+2Mdudo+Ndv* 
(5.11) 9 - ^ _ |¿;v-ití»|»/4 

que es la forma adoptada por B l a s c h k e [1, p. 104] para la 
forma cuadrática fundamental de la teoría afín de superficies. 

Análogamente, de (5.2) y (5. 8) se deduce 

(5.12) * = ( , , , . * X ) - | d , = | § ^ - | . . , 

de acuerdo con Blaschke [1, p. 122]. 
6. - Invariantes afines de ima superficie. Como es coetimi-

bre, pondremos 

dCl=(a^ A o>i = elemento de área afin 

(6.1) K = k.k' = curvatura afín 

H = —• (k + k') = curvatura media afin. 

Otros invariantes afines interesantes son; 

a) La distancia afin de un punto Z al punto X de la super
ficie S se define [1, p. 110] por 

(6.1) w{Z) = {X-Z,Ii,I,) 

o bien, si Z es el origen de coordenadas 

<6.2) w=^{XlJt). 
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El elemento de volumen, formado por la pirámide elemental 
de vértice el origen y base el paralelogramo engendrado por los 
vectores ooi/j.coí/j, vale 

(6.3) Í Í 1 ^ = - | - ( X / I / J , ) C O 1 A O D 2 = : 4 - " " ' Í Í 
6 3 

y, por consiguiente, el volumen limitado por una superficie ce
rrada S ae expresa por la fórmula 

(6.4) Vr=±.¡wda i!' 
Do (6.2), teniendo en cuenta (2.15) se deduce 

o sea, con la notación (8.1), 

(6.5) w^ = (XIJ,), w, = {XI^I^). 

De aquí se deduce que si /j pasa por el origen, I¡ = \X, 
aera Wi = W2 = 0, o sea: h distancia afín de un punto a ana 
superficie, toma un oalor estacionario cuando el punto está so
bre la normal afín (Blaschke, pág. 1Í1). 

La diferencial absoluta y las derivadas parciales covariantes 
de un vector intrínseco (w^.w^) se definen por las ecuaciones 

(6.6) Dwi = dwi — Wimi--w¡m^ = w¡iaA-\-Wi2aí* (i = l ,2 ) . 

En el caso (6. 5), teniendo en cuenta (2.15), (2.16), (2.17) 
se obtiene 

u>u = — l + kw — (a-\-^)w¡ — 2pwi 

de donde se deduce la relación importante 

(6.7) íiw = Wn + w„ = 2(-l + Hw) 
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donde en el primer miembro Àw significa el laplaciano de w 
( B l a s c h k e [1, p. 214]). 

b) La curvatura de Gauss G de la métrica cuya forma 
fundamental sea ds = (CD1)2 + (CD*)2, será otro invariante afín. 
Para hallarlo basta aplicar la fórmula conocida para G [2, p, 47]: 

G = -—i—rd « 1 + - -0)2 
^A0)2 J O)1AO)2 Iro^AO)* O) 

que en el caso actual, según (2.18), queda 

ra'AOJ* 

Teniendo en cuenta las relaciones (2.17) y las conddiciones 
de integrabilidad, se obtiene fácilmente 

(6.8) . G = - f f + 2(p2 + g2). 

Siguiendo a B l a s c h k e se puede poner 

(6.9) —2{p*-\-q^)=J=^invariante de Pick 

con lo cual queda la relación 

(6.10) H==J~G. 

7. - Rehcionea entre invariantes afines y métricos, a) Eil ele
mento de área afín, en función de los coeficientes L,M,N de
finidos en (5.9), según (5.3) y (5.10), »e expresa 

(7.1) dQ=0)lAO)2=:D<ÍUACÍ«=: ] L iV - M«] V* du A dt). 

b) Con las notaciones (5.9), la curvatura de G a u s s K„ 
de la superficie X=^X(u,v) está dada por 

I N—Mi 
(7-2) K^= (EG-F*)* ~ " £ G - F 2 = ( X „ A X „ ) 2 , 
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y por tanto el elemento de área afín se relaciona con el elemen
to de área métrico d a = (EG — F)^l^ du A dv por 

(7.8) díl=:/f;„i/*d«. 

c) Para la distancia afín del origen a un punto de la super
ficie tenemos 

Llamando V̂ al versor normal métrico, o sea, 

]^ XI,AXV X^AXV 

resulta 

El producto escalar X.N es la distancia métrica p del 
origen al plano tangente en el punto considerado. Por tanto 
entre la distancia afín w del origen a un punto de la superficie 
y la distancia métrica al plano tangente correspondiente, existe 
la relación 

(7.5) p=\K^\Uiw. 

d) Como generalización de la expresión (6.3) del volumen 
V cabe considerar los invariantes afines 

(7.6) J^= fwndÇl 

que mediante los invariantes métricos anteriores se expresan 

(7.7) /„= rF«lí:„|(i-")/*d<,. /„=JF«1K,|(I-
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En particular JQ es el área afín y J^ el triple del voIu< 
men. En general 7„ es un invariante de la superficie S y del 
origen de coordenadas desde el cual se consideran las dsitancias 
afines w o las distancias métricas p. Para tener invariantes 
afines propiamente dichos basta referir la distancia afín a un 
punto ligado a S de manera invariante por afinidades, por 
ejemplo el centro de gravedad del volumen limitado por S, 
supuesto cubierto con masa homogénea. 

Los y„ de superficies convexas cerradas cumplen ciertas 
desigualdades. Por ejemplo Jo^<AnJi (igualdad para el elip
soide, B l a s c h k e [1, p. 198]; y_37^< 16«*[12] para el caso 
de tener S centro de simetría y estar J_<) referido al mismo. 
Sería interesante estudiar otras desigualdades de este tipo, aparte 
de las triviales como J^^^J^nJo (desigualdad de S c h w a r z ) . 

8. - Fórmulas integrales. Vamos a aplicar los resultados an
teriores a la obtención de ciertas fórmulas integrales, algunas 
de las cuales han sido obtenidas por K. P. G r o t e m e y e r 
[7,8,9] siguiendo un método diferente. 

Sea C una curva cerrada sobre la superficie S, que limi
te un área simplemente conexa F. Vamos a considerar diferen
tes casos de la fórmula de S t o k e s , según la cual la integral 
de una forma diferencial lineal sobre C es igual a la integral 
de la derivada exterior sobre F. 

a) La fórmula de S t o k e s da 

(8.1) j{XhdX)=j {dXI,dX) + j{Xdl,dX) 

donde los productos entre las diferenciales del segundo miem
bro son productos exteriores. 

Según (2.15), (6.1) y (6.2) se obtiene 

(8.2) ' f ( X / 3 d X ) = - 2 a + 2 fffu»tíQ 

donde Q es el área afín de F. 
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Si ff = 0 (superficie mínima afín), resulta la fórmula 
conocida [1, p. 182] 

(8.3) ü=jj{hXdX). 

Para una superficie S orientable y cerrada, descompo
niéndola en partes simplemente conexas y sumando las igual
dades (8.2) para cada una de ellas, resulta 

(8.4) Cl=[Hwdü 
! • • 

que es análoga a una fórmula bien conocida del caso métrico. 
Si H^,HM son los valores mínimo y máximo de H y S 

es una superficie convexa, tomando el origen en el interior de 
S, será w ̂  O y por tanto, de (8.4) y (6.4) se deduce 

<8.5) 3H,nV<ü^3HMV 

donde la primera desigualdad es debida a Berwa ld [1, p, 
207]. Las igualdades valen únicamente si £f = constante, es de
cir, si S es un elipsoide. 

b) La fórmula de S t o k e s da también 

j{Xhdh)=j{dXI,dh)+í{Xl,dI,) 

o sea, teniendo en cuenta (2.15) y (6.1), 

(8.6) í{XI¡dI^) = -2 ÍHdü + 2ÍKwdü. 

Para una superficie orientable y cerrada S, poniendo 

M= ¡Hd£i = integral de curvatura media afín 
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de (8.6) se deduce 

(8.7) M^lKwdü. "i"' 
Si K^ y K¡ son los valores mínimo y máximo de K so

bre la superficie convexa S, resulta de aquí y (6.4), 

(8.8) 3KiV^M<SKtV. 

Las igualdades valen únicamente si K es constante, o sea, 
suponiendo K>0, solamente si S es un elipsoide. 

c) Otras fórmulas integrales se obtienen considerando el 
vector 

(8.9) y = / i A / 3 

que juega un papel importante en la teoría afín de superficies. 
Siendo F . X = (JÏ /^ /j) = w, la expresión métrica del vec

tor Y, según (7.4), es 

N 
(8.10) Yr= 

siendo N el versor normal métrico y K^ la curvatura de 
Gauss métrica (7. 2). 

De (8. 9) se deduce 

d y = (»l( /3A/2) + COÍ(/iA/8) 

O sea 

(8 .U) Yi^I.Ah, Y¡ = hAly 

De aquí, recordando la fórmula general 

{AAB) A{C AD) = {ABD)C-{ABC)D 

resulta 
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Además, verificando el producto de (8.9) y (8.11), 

Y^Y,^-I„ Y^Y, = I, 

es decir, la primera ecuación (2.15), se puede escribir 

(8.12) dX={YAY2)a>i + {YiAY)ay¡ 

que permite expresar X como integral de una función de Y 
y sus derivadas covariantes (fórmula de Le l i euvre , [1, p, 
140]). 

La fórmula de S tokes da 

ÍXAdX= ídXAdX^2 ÍYdCl 
C F F 

y por consiguiente, sobre una superficie orientable y cerrada 
S, vale 

(8.13) ÍYd£l=^6. 

Análogamente se tiene 

íl¡AdX= ídIiAdX=2ÍtíYdü. 

En el caso de una superficie mínima afín (H=:0), se tiene 
el resultado conocido [1, p. 182], 

(8.14) [l^AdX = 0. I' 
y sobre una superficie orientable y cerrada 

(8.15) fHYdü=0. 

Finalmente, se tiene también 

jl¡AdIt=fdhAdIt = 2fKYda 
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y por consiguiente, sobre una superficie orientable y cerrada 

(8.16) ÍKYdÜ=0. 
! ' 

9.-Generalización de las fórmulas (8. 2) y (8.6). 

a) De una manera más general, podemos también aplicar 
la fórmula de Stokes a la forma diferencial iD"(XIgdX). 
Teniendo en cuenta (6.6), resulta 

íwn(XI¡dX) = 2 í(-l + Hw)wndCl + n íu)n-í(wii + lüj»)dü 
b F F 

y para una superficie S orientable y cerrada 

(9.1) 2 í(-\-\-Hw)w'^dÇi^-n \wn-\w^* + u),«)rfQ. 

Para n = l, teniendo en cuenta (6.4), resulta 

(9.2) fHwUü = SV-^í{wj^ + w,i)dü. 

Aplicando la desigualdad de Schwarz a(8.4), se < t̂iene 

(9.3) Q?<ÍHdü.JHwUQ=M (SF—|-J(u;i»+ «««»)dü) 

donde la igualdad vale solamente si w = constante, es decir, sí 
S es un elipsoide [1, p. 213]. Si S es convexa, Wi,w¡ son 
reales y se puede enunciar: 

Para toda superficie convexa y cerrada S se cumple la 
desigualdad^ 

(9.4) Qi^BMV 

donde la igualdad vede únicamente para el elipsoé&e. 
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b) La fórmula de S tokes , aplicada a la forma diferen
cial w>>(XI¡dIi) da 

íwn{XI^dI¡)=2Íwn(-H + Kw)dü + 

y para una superficie S orientable y cerrada 

(9.5) 2 jwn(-H + Kw)dQ + n ju)n-i{k'wi^ + kw2'^)dü = 0 

De (9.1) y (9.5) se deduce 

(9. 6) 2 UK w> -1) wn-i dü + n {^ün-i{k' V + k w,») dO. 

+ ( n - l ) ru>»-«(u>i* + «'í*)í'n = 0. 

10. - Algunas características del elipsoide. Las fórmulas pre
cedentes pindén servir para demostrar de manera simple algu
nas propiedades características del elipsoide, siguiendo un cami
no análogo al de Gro temeyer [7] . 

a) Si una superficie convexa y cerrada S tiene su curva
tura media afín constante, es un elipsoide [Blaschke, 1, p. 
204]. 

En efecto, en este caso, de (8.7) y (8.4) se deducá 

Ha= ÍKwdü^H'íwdü 

de donde 

(10.1) f{k-k'ywda=-o. 
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Si S es convexa, se puede tomar el origen en el interior 
de S, con lo cual w tendrá un signo constante y por tanto 
k = k'. De un teorema de B l a s c h k e [1, p. 216], se deduce 
entonces que S es un elipsoide (la única esfera afín que es 
convexa). 

b) Si una superficie convexa y cerrada S tiene su curva
tura afín K constante y positiva, es un elipsoide. [Blaschke, 
1, p. 248]. 

Puesto que k,k' son del mismo signo, se pueden suponer 
positivas y por tanto se puede poner 

(10.2) U=^0¡k~\I')^ + ]lK, 

con lo cual (8.7) nos da 

De aquí y de (8.4), teniendo en cuenta (10.2), resulta 

Y / ( V ^ - \'i^y (14-V"K «)) da=o. 
8 

Siendo S convexa, se puede suponer w > 0 y por tanto 
resulta k = k', o sea S es un elipsoide. 

c) St para una superficie convexa y cerrada S se cum
ple la relación H = a/w (a —constante), la superficie es un 
elipsoide. (Grotemeyer[8]) . 

En efecto (8.4) nos dice que 0 = 1 y (9.1) nos da w = cons
tante. Estamos, pues, en el caso a). 

Un poco más general es el teorema siguiente: 
d) Si para una superficie convexa y cerrada S se cum

ple la relación ff^l/u) (ó H<l/w), la superficie es un elip
soide. 

En efecto, según (6.7), se tiene A w > 0 sobre toda la 
superficie S. Un lema de B o c h n e r - H o p f [3, p. 30] nos 
dice entonces que À w = O, o sea H = \¡w y estamos de nue
vo en el caso c). Lo mismo si se supone H <l¡w. 

e) Si para una superficie convexa y cerrada S se cum-
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ple la relación K = l/w', la superficie es un elipsoide. (Gro -
temeyer[8]). 

En efecto, escribiendo (9.6) para n = 1 y teniendo en 
cuenta que k.k' son del mismo signo y que Wi,Wf son rea
les, se encuentra w = constante y caemos de nuevo en el ca-. 
so b). 

f) Si para una superficie convexa y cerrada S se cum
plen las relaciones H = Kw,K>0, la superficie es un elipsoide. 

En. efecto, de (9.6) se deduce w = constante y por tanto, 
según (6.7), será también ff = constante, cayenck) de nuevo 
en el caso a). 

Durante los últimos años, Chern[6], Hopf [10],[11] y 
Grotemeyer[7],[8], [9] han considerado el problema de de
terminar las superficies cerradas cuyas curvaturas principales 
métricas cumplen determinadas relaciones. El mismo tipo de 
problemas se presenta en la geometría diferencial afín y seria 
interesante considerarlos. 

Por ejemplo, en las demostraciones dadtá de los teoremas 
anteriores ha sido siempre necesario imponer a la superficie S 
la condición de convexidad, pero no es seguro que esta condi
ción sea efectivamente necesaria. 
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