SOBRE EL TEOREMA DE HOLDITCH Y ANALOGOS
EN GEOMETRIA NO EUCLIDIANA

POR

L. A, Sim'mné .

Introduccion

El lamado teorema de Holditch dice (1):
Sea C una curva plana y cerrada que limita un drea. F,,.
Si AB es una cuerda de longitud constante que desliza sobre C
y P es un punto de la misma tal que PA=a, PB=b, el drea
F, interior a la curva descrita por P es tal que |Fy—F,|=mab.
Es decir, se tiene el resultado curioso de que el area com-
prendida entre la curva dada y la descrita por P no depende
de la primera, sino unicamente de las longitudes a,b de los
segmentos en que P divide a la cuerda. -
 Recientemente se han dado dos generalizaciones de este teo-
rema en direcciones distintas. Por una parte, E. Vidal Abascal y
E. G. Rodeja lo han generalizado al caso de sustituir el plano
que contiene C por una superficie de curvatura constante [5] ().
Por otra parte M. Kurita [4] lo ha generalizado al espacio eu-
clidiano de n dimensiones, afirmando ademis que una genera-
lizacién andloga puede hacerse para el espacio esférico n-dimen-
- sional, pero sin realizar los calculos que, por otra parte, no son
inmediatos. _
Vidal Abascal y Rodeja utilizan los métodos de la geome-
tria diferencial de superficies' de curvatura constante. Aunque
" la geometria sobre estas superficies equivale a la geometria no
euclidiana del plano, creemos que puede ser de interés llegar al

(*) Ver por ejemplo, CH. J. DE Lo VALLEE POUSSIN, Cours d’Analyse Infi-
nitesimale, vol. I, 3? ed., pag. 366.
(*) Los paréntesis cuadrados se refieren a la bibliografia al final.
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mismo resultado utilizando precisamente los métodos de céilculo
apropiados a esta geometria. Ello tiene la ventaja, aparte del in-
terés propio del método, de permitir llegar a la generalizacién
que Kurita solo menciona, no solo para el espacio esférico, sino
también para el hiperbolico o de curvatura negativa.

Ademas, el mismo método de calculo permite obtener Ia
generalizacion de un bonito teorema de Kampe (§ 4) y consi-
derar el caso de movimientos en el plano dependientes de dos
parametros (§ 5). '

?’ff’ En § 1 y § 2 exponemos someramente las formulas funda-
}‘}{‘ mentales de la geometria no euclidiana n-dimensional. En §§, 3,
“; 4, 5 hacemos aplicacién al caso del plano y en § 6 damos la
g@f generalizacién del teorema de Holditch a espacios no euclidia-
§§7 nos de n dimensiones.

Férmulas fundamentales de la geomelria no-euclidiana (*)

Supongamos el espacio proyectivo n-dimensional cuyas coor-
cenadas homogéneas sean z;(i=0,1,...,n) y consideremos una
hipercuddrica no reglada cuya ecuacién escribiremos

(1.1) O(zy 2y ... Tp) = Z 0;j ;=0

suponiendo siempre los coeficientes «; numeros reales. Pueda
ser que no tenga puntos reales, en cuyo «caso supondremos elegidos
los signos de los coeficientes de modo que la forma cuadratica
O{xi) sea positiva para todos los puntos reales del espacio. lLa
hipercuddrica se dira imaginaria. Si, por opuesto, la hipercua-
drica- tiene puntos reales, queda el espacio dividido en dos ragio-
nes cuyos puntos estan caracterizados por el signo positivo o ne-
gativo que para ellos toma la forma ¢(x:) y. la condicién de que
la hipercuddrica no sea reglada implica que todas las rectas
reales que pasan por puntos de una de estas regiones cortan a
la hipercuadrica en puntos reales, mientras que por cada punto
de la otra region pasan rectas reales que no cortan en puntos
reales’ a la hipercuddrica. Supondremos elegidos los signos de
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(*) Para un tratamiento més detallado puede verse, por ejemplo, E. CARTAN,
Legons sur la géométrie des espaces de Riemann, Cap. VI, § 6, Paris, 1946;
J. L. CooLIDGE, The elements of non-euclidean geometry, Oxford, 1909.
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los coeficientes «;; de modo que la forma ¢(x;z;) resulte ne-

i/ q ] X
gativa para los puntos de la primera region; la hipercuadrica
se dira real.

Con estas convenciones llamaremos espacio métrico n-dimen-
sional no-euclidiano de hipercuddrica absoluta o fundamental
(1. 1) respectivamente en el primer caso a la totalidad del es-
pacio de puntos reales, en el segundo caso a la totalidad de los
puntos reales para los cuales ¢(x:) <0. Con mas precisién el
espacio métrico se dird ellptzco en el primer caso y estard ca-
racterizado por ser, para todos sus puntos, ¢(zi)>0, y, como

" podra verse a continuacién, por no tener puntos reales en el in-

finito (métrico); se dira hiperbélico en el segundo caso y se-
ran métricamente puntos de infinito los de la hipercuadrica ab-
soluta. En ambos casos la geometria métrica no-euclidiana coin-
cide con la teoria del grupo de las transformaciones reales pro-
yectivas que transforman el absoluto en si mismo. Con més
precision, descomponiéndose este grupo en un subgrupo conti-
nuo y uno ampliado por la adjuncién de las polaridades respec-
to de la hipercuadrica absoluta, constituye el subgrupo continuo
el grupo de los movimientos, mientras las polaridades represen-
tan las simetrias. Sin embargo, para que esta coincidencia sea
completamente justificada en su sentido métrico ordinario, con-
viene todavia normalizar las coordenadas, que con respecto a la
definicion proyectiva de los puntos del espacio, siendo por de-
finicion homogéneas, quedan indeterminadas por un factor co-
mun, con la condiciéon de que el valor absoluto de la forma &{x;)
quede constante para todos los puntos del espacio. Esta constau-
te, o mejor su inversa que indicaremos con K, se llama la cur-
vatura del espacio. Por tanto las coordenadas del espacio métrico
estaran caracterizadas por la condicion

: : 1
(1.2) N xl...:cn)z—f

donde K sera un numero positivo en el caso eliptico (espacio no-
euclidiano de curvatura positiva) y negativo en el caso hiperbo-
lico . (espacio no-euclidiano de curvatura negativa). Comparan-
do con lo dicho en el aparte precedente, se notara que los pun-
tos proyectivamente reales que en el caso hiperbélico constituyen
la segunda region (externa a la hipercuidrica absoluta) quedan
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ahora caracterizados por tener sus coordenadas métricas forma—
das por niimeros imaginarios puros.

' Dados dos puntos A(xg, &y, 25, ... %), B(ye: Y12 ¥n) S€
define y representa el «producto escalar» de los mismos, por
la expresion

_ o0 _12
(1L3)  (AB)=(BA)=5 Zygl=fEng.

Con esta notacion, la condicién de normahzaclon (1 2), va-
lida para cualquier punto, se escribe

(L4 (Ady=—=

Ademis, la condicion (A B)=0 expresa que A y B son
puntos conjugados respecto de ¢.

La distancia s entre dos puntos A,B se define por la
relacién R ..

)  cosVEs
(1.5) | (4B) =217

Para hallar la expresion del elemento de arco ds procede—
mos de la manera siguiente. Sean Ao, Ai dos puntos conjuga-
dos, o sea,

(1. 6) (Ao Ai) =0.
Un punto B de la recta A, Ai sera de la forma

@7 . B=XA,+ pA:

Para hallar A multipliquemos escalarmente ambos miem—
bros por A, .con lo cual queda

A=K(BAy) =cos VKs;

poniendo si (distancia de A a A;) para indicar que consi-
deramos el arco sobre larecta AyA;. Puesto que debe ser




(BB)=X?/K+ u2/K=1/K resulta p=--senKs; El doble sig-
no depende de la orientacion que demos a s;; tomandolo
positivo de A, a Ai y sustituyendo en (1.7) resulta

(1.8) - B=cos VTCs,‘Ao—{»senVT('si A,

De aqui, manteniendo fijos Ay, Ai y variando B sobre la
recta que los une

dB= VT( (— senVR 8 AO + cos VR S A;) dSi
de donde, multiplicando por A

Ks:
i (A,-dB):————cosY— % ds,.
VK
En particular, si B coiﬁcide con A, (5i=0), resulta que el
elemento de arco sobre AyA: a partir de A, vale :

(1.9) ds;= VK (AidAy).

Queremos definir ahora el dngulo entre dos rectas que pasan
por A, Sean Ay Bi los puntos conjugados de A, situados
respectivamente sobre estas rectas (en el caso hiperbdlico, siendo
A, interior a ¢, A; y B; seran exteriores y por tanto sus coor-
denadas seran imaginarias). El angulo ¢ entre las dos rectas se
define por la relacion

cos ¢

(1.10) (4iB)=—¢

Para hallar una expresion de dp comoda para lo sucesivo,
procedemos igual que antes. Sea Aj el punto conjugado de A;
sobre la recta A;Bi. Entonces B; es de la forma B;=XA; 4 p 4;
y procediendo exactamente igual que antes se obtiene

(1.11) - do;j=K(AjdA;)

que cs la expresion del elemento de dngulo sobre el plano A, A; A
a partir de la recta AgA;
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El elemento de volumen del espacio correspondiente al pun-
to A, sera el producto de las ds; correspondientes a n direc-
ciones AgA;(i=1,2,...,n) ortogonales entre si, o sea (A;4;=0
y por tanto ,segin (1.9) serd

(1.12) dV = K2 [11 (A; dAy)]

donde los paréntesis cuadrados indican que la multiplicacion es
exterior, es decir, tal como debe procederse con las formas di-
ferenciales que figuran bajo los signos de integracion (8).

Analogamente, el elemento de dngulo sélido correspondiente
a la direccion AgA; segan (1.11), sera

(1.13) d0; = Kn-1[TT (4;dA)].
St

§ 2. La férmula de Gauss-Bonnet
« Sea A, un punto del espacio no euclidiano (por tanto in-
terior a @ en el caso hiperbdlico) y A;(i=1,2,...,n)n pun-

tos tales que con A, formen un conjunto autoconjugado, o sca
realicen las condiciones

(2.1) . (4;A)=1/K, (4;4;)=0 (i,j=1,2,...,n).
Forfnando las diferenciales totales se deduce
(2.2) - (A;dAN) =0, (A;dAj)+ (AjdA)=0

Consideremos un movimiento elemental que lleve estos pun-
tos a los Ai4dA; Los desplazamientos elementales dA; pue-
den expresarse en la forma

(2.8) dAi=Z o} A,
h=0

siendo o} formas diferenciales (componentes relativas del mo-~

(®) Para el concepto de multiplicacién exterior y aplicaciones, ver [1}.




vimiento) cuyo valor se obtiene multiplicando escalarmente (2. 3)
por el A, oorrespondiente, resultando

{2.4) . oh=K (A, dAi)
~ de donde, en particular, segun (2.2) es

(2.5) ofi=0, ohtoi=0
Estas componentes relativas no son independientes. Escri-
Yiendo las condiciones de integrabilidad de (2.3), o sea, anu-
lando la diferencial exterior del segundo miembro, resultan las
condiciones '

(2.6) | dep=Zwiof]

Consideremos el caso n=2. Teniendo en cuenta (2.5) . re-
sulta ‘ '

(2.7) do,? = [0,0 2] = — [ 0]

Llamando dF, al elemento de érea oorrespondlente al pun-
to Aj segun (1.12) y (2.4) es

@8 [ododl=Ka[(AidAy) (AydAy)|=KdF,
Yy segun (1.13)
2.9) 0,2 =K (A;dA) =dep,,.

Supongamos que A, describa una curva cerrada C que
limita un area F,, llevando consigo todo el tridngulo Ay A, A,.
Para aplicar la férmula de Stokes a (2.7) (férmula que ex-
presa que la integral curvilinea de ®,2 sobre el contorno C es
igual a la integral de dw,? sobre el interior de C; ver [1]), de-
‘bemos suponer que la familia de tridngulos AyA; A, se puede
extender de manera continua a todo el interior de C. Esta ex-
tension es posible o no segun el movimiento de que se trate. Si
la recta AjA; vuelve a su posicién inicial sin haber dado nin-
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guna vuelta, entonces es posible. En cambio si ha dado un cierto
nimero m de vueltas, la extensién no es posible; en este caso
hay que excluir un punto interior mediante un circulito cuyo
radio tienda a cero y considerar el contorno C mas el de este
circulito contado m veces.

Segtin el teorema de Stokes aplicado a (2.7), la integral
de la forma diferencial ©,2 sobre el contorno total asi obtenido
es igual a la integral del segundo miembro extendida al area que
este limita. La integral sobre el circulito interior cuyo radio tien-
de a cero, equivale a la integral de (2.9) manteniendo fijo 4, y
girando m vueltas la recta AyA,, o sea, es igual a 27m, cor?
signo negativo, pues el s-entldo de recorrido sobre el circulito
es opuesto al de recorrido sobre C. Resulta asi, teniendo en
cuenta (2.8) y cambiando el signo de ambos miembros

?

(2.10) KF,=27xm— [,

c

que es la clasica formula de Gauss-Bonnet de la teoria de su- .

perficies, aplicada a las de curvatura constante K.

Para el caso n dimensional existe una formula analoga en
el caso de n par. En efecto, S. S. Chern ha demostrado [2]
que en este caso existe una formula analoga a la (2.7), a saber

(2.11) dip = [t g2 ... 7]

donde ¢ es una forma diferencial de grado n—1 formada por
la suma desde k=0 a k=n/2—1, con ciertos coeficientes cons-
tantes, de expresiones de la forma
— i a2, .. i 1, ... o0l

(2.12) Py, = [ogit wgiz ... mgizkoo b © u_l]
donde los indices i toman los valores 2,8, .

El segundo miembro de (2.11), segun (1 12) y (2 4) es
igual a Kr2dV. Procediendo igual que antes, si Ao describe
una hipersuperficie cerrada S y al recorrer la misma la direc-

cién de la recta AyA; describe J veces la hiperesfera unidad,
teniendo en cuenta la forma de ¥, resulta

(2.13) K"/2V=1/210n—f¢

s —————— o ——
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donde O, es el drea de la esfera euclidiana de radio unidad
del espacio de n+1 dimensiones, o sea O,=2art1/I'((n+1)/2),
y V es el volumen limitado por S.

Esta formula (2.13) constituye la generalizacién de la de
Gauss-Bonnet al espacio n-dimensional de curvatura constan-

te K (n par).
§. 3. El teorema de Holditch en el plano no euclidiano

Sea, como antes, AjA; A, un tridngulo autopolar respec-
to la conica fundamental, con el vértice A, interior a ella en

_el caso hiperbolico. Sea B, un punto de la recta A,A; cuya

distancia a A, sea s;. Segin (1.8) sera
(3.1) BOZCOSV-K 8y Ao+senVT( sy A,

El punto B, conjugado del B, sobre la recta AyA, sera
de la forma B,=aA,+B A, y siendo (B, B,)=1/K, (B,B,)=0,
los coeficientes o,B deben satisfacer a las ecuaciones

a?p2=1, a cosVR sy + BAsenV_I_( s1=0.

Resolviendo este sistema respecto @, y tomando el signo
de manera que para s;=0 sea B;=A;, resulta

(3.2) Bl=——senVT{ 5 Ao—}-cos\/Rs1 A,

Consideremos el tridngulo autopolar B,B; A, y suponga-
mos un movimiento elemental del plano sobre si mismo. La
componente relativa ®,2(B,) referente al punto B, segin (2.4)

(3.8) ,%(Bo)=K (A;dB,)=— senVT( 81 % + COSVI—( $1 047

Supongamos un movimiento tal que el punto A, describa
una curva cerrada C que limita un éarea Fy y la recta A, 4,
vuelva a su posicion inicial. Vale entonces la férmula de Gauss-
Bonnet (2.10), en la cual m es el nimero de vueltas que da
la recta AyA, mientras A, describe C.
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. Por el mismo movimiento B, describird otra curva cerra-
da, cuya drea F;, segin (2.10) y (3.3) estara dada por

(3.4) KF,=2nm+sen \/I—('slfcoo‘t‘—cos\[l—(s{/\ocwl2

donde las integrales no dependen de B,, sino tunicamente del
movimiento considerado.

Sea C, otro punto de la recta AyA, distante s, de A,.
Si Fy es el area limitada por la curva cerrada que este punto
describe, analogamente a (3.4) se tiene ahora

(8.5) KF2'=21rm+sen Vkszfmoz—cos VI_(szfcols,
(4 4

De (2.10), (3,4) y (3.5) se deduce ' S
2nm—KF, 0 1
(3.6) 2nm—KF, sen VT(sl cos\/T(s1 =0.
2nm—KF, senVT(sz cosVT(sg
Este es el resultado que generaliza el teorema de Holditch.
En efecto, si Ay y C, describen la misma curva o curvas

de igual area (Fy=F,), la relacién anterior, desarrollando y
ordenando, se puede escribir

2nm—KF, _ cos\K(s,/2—s,)
2nm—KF, cosVT( $9/2

o bien, restando la unidad de ambos miembros,

Fo—F, _ 2sen VI? (sg—s1)/2. senVI—( $9/2

3.7 = -
(3.7) 2nm—KF, K cos VK 5,/2

que es la forma dada por Vidal Abascal y Rodeja al teorema
de Holditch sobre superficies de curvatura. constante K [5].
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En el caso en que Ay y C, describen una misma curva de
Jordan, que es el caso propiamente considerado por Holditch,
la recta AjA; que contiene a la cuerda A,C, describe una
sola vuelta, o sea, es m=1.

Una consecuencia de (3.6) es que en un movimiento del
plano no euclidiano sobre si mismo en que vuelva a su posicion
inicial (movimiento dependiente de un pardmetro, o sea, en que
todos los puntos describen curvas), no puede haber mds de dos
puntos alineados que describan contornos de igual drea, a no
ser que esta drea valga 2nm (m=entero positivo, incluido el
“cero), en cuyo caso si hay tres puntos con dicha propiedad,
todos los de la recta que los contiene la cumplen.

Para el caso hiperbdlico, puesto que el area siempre se. pue-
de considerar positiva (pues bastaria cambiar el sentido del mo-
vimiento), la tnica posibilidad es m=0, o sea, que todos los
puntos describan contornos de &rea nula.

Para el caso eliptico, en cambio, es muy facil dar ejem-
plos de movimientos en que todos los puntos describen contor-
nos de area 2nm. Consideramos el caso K=1 y como mo-
delo la superficie de la esfera de radio unidad. Sean P,Q dos
puntos distantes /2. Consideremos el movimiento que consis-
te en girar la esfera sobre si misma un angulo =n/2 alrsdedor
de Q. Luego se gira 2nm alrededor de P; finalmente se gira
nuevamente. —7/2 alrededor de Q para volver a la posicién
inicial. Es inmediato ver que con este movimiento cualquier pun-
to describe una trayectoria que encierra un 4rea igual a 2xm.

§ 4. El teorema de Kampe en geometria no-euclidiana

Consideremos el triéngulb autopolar A A, A, de antes y
un punto B, cualquiera del plano. Siempre se podra escribir

(4.1) By=zA,+yA +24,
con la condicion
(4.2) z2+y2422=1

deducida de la condicién de normalizacién (1 2) que vale para
B, y ‘para los A;. Los x,y,z son las coordenadas de B, res-
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pecto el sistema A,A; A, y su interpretacion geométrica, se-
gin (4.1) y (1.5) (multiplicando por A,) es

w=K (A, Bo) =cos VK s,

siendo s; la distancia Ay B,. Analogamente para y,z.

Sea B, el punto conjugado de B, respecto la conica fun-
damental sobre la recta A,B,. Poniendo B,=aA,+8B, y
determinando «,B por las condiciones (B, B,)=1/K, (B,B,)=0,
Y eligiendo el sigrio por Ia condicion de que para =0 sea
B,=A,, resulta

1 . ,
4.3) Blz'\T—Txé[(l-—'-z‘?)Ao——.’l/‘yAl—szz].

Sea B; el polo de la recta ByB;, que estara situado so-
bre la recta A;A,. Poniendo By=qay,A, + By A; y determinan-
do ay,B; por las condiciones (B,B,)=1/K, (BjB,)=0, resulta

1
<4. 4) By=y=—= Vi = (2 Aj—yAs).

Tenemos asi definido un triangulo éutopolar ByB,B,, a
partir del Ay, A; A,. Supongamos un movimiento del plano so-
bre si mismo (movimiento no euclidiano), que vuelva a su po-
sicién inicial. Para aplicar la férmula de Gauss-Bonnet a la
curva descrita por By nos falta calcular o,2(Bg)=K (BydB,).
Segun (4.3) y (4.4) es

. (BydBy) =w(45dAy) +y(AodA;) +2(A1dA,)
Y por tanto, segun (2.4)
@,2(B,) =z ;% 4 y 0,0+ z o4t

donde las ;i del segundo miembro se refieren al punto A, y
al movimiento considerado, siendo independientes de B,.

Con esto, llamando F; al area limitada por la curva des-
crita por B, durante el movimiento, serd

(4.5) KF =2am— :cfml—— fmz—fooo
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Llamando P el punto cuyas coordenadas en ‘el sistema
Ay A; A, sean respectivamente las integrales que figuran en (4.5)
divididas por la raiz cuadrada p de la suma de los cuadrados
de las mismas, para que se cumpla la condicién de normalizacién
(1.4), la ecuacion (4.5) puede escribirse

2rm—KF,
(4.6) (ByP) = "t

El punto P depende del movimiento considerado, perd no
de B,. Por tanto (4.6), segin (1.5), nos dice que si F; es
constante, la distancia de B, a P también lo sera, es decir:

En un movimiento del plano no euclidiano sobre si mismo
de manera que vuelva a la posicion inicial, el lugar geomélrico
de los puntos que describen curvas que encierran igual drea estd
formado por- circunferencias concéntricas. '

El centro de estas circunferencias es el punto P, cuyas
coordenadas ya hemos visto lo que valen en funcion del mo~
vimiento. :

Esta es la generalizacién a la geometria no euclidiana (o
sea, sobre las superficies de curvatura constante) de un clésico
teorema de Kampe [3]. Una consecuencia del mismo es que:
no puede haber mds de tres puntos no conciclicos que describan,
curvas de igual drea, a no ser que sea 2xm—KF,=0, en
cuyo caso, si hay 4 punfos con dicha propiedad, la misma es
comun a todos los puntos del plano.

De (4.5) se deduce también:

Entre las coordenadas w;,y;,z; (i=0,1,2,3) de 4 puntos .
del plano no euclidiano y las dreas F; limitadas por las curvas
que ellos describen por un movimiento que vuelva a la posicidn
inicial, existe la relacién

2nm—KF, =z, 'y, ¢z

2am—KF T z
(4.7) S A P
zﬂm_KFz :L‘2 y2 22

2am—KF3; 3 y3  z
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§ 5. Movimientos dependientes de dos pardmelros

Hasta ahora hemos considerado movimientos dependientes
de un solo parametro, es decir, los puntos describian curvas que
cerraban al volver a la posicién inicial.

Si consideramos movimientos de dos parametros, en que los
puntos describen areas, las cosas son un poco distintas y en ge-
neral mas faciles de tratar.

~ Segiin (2.8) el area F; del dominio D, descrito por el
punto B, seri ‘ ' '

(5.1) Fy= [[o0(B) @it (B0},
Segun (4.3), (4.4) y (2.4) es

1
wo!(B,) = K(B,dB) = VI::'; (y ©,° 4z y0)

o1 v
wo?(B,) =K(B;dB,) = V1 (zzwgl —z y 0o? 4 (1 —x2) w,1)

Vl—:z:

de donde, por multiplicacién exterior,

[091(Bo) 00?(Bo)]= z [0y 0)?] - ¥ [0, 0p1] + 2 [0 e0,1].

Por tanto, sustituyendo en (5.1) y llamando D, al do-
minio descrito por A,

G2 KFi=a[lofad]+y [(oro)+: [[opor)

Dy Dy

que nos da el area F; en funcion de las coordenadas de B, y
de ciertas integrales que solo dependen del movimiento considz2-
rado, pero que son independientes del punto B,.

Anélogamente al caso del numero anterior, si P es ahora
el punto de coordenadas proporcionales a las integrales del se-
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gundo miembro de (5.2) y p es la raiz cuadrada de la suma
de los cuadrados de las mismas (5.2) puede escribirse

F
(5.3) (ByP)=-L.
B

Si F, es constante, el lugar geométrico de los puntos B,
que cumplen (5.3) es una circunferencia de centro P. Por
tanto, analogamente al caso de los movimientos dependientes de
un solo parametro, se tiene ahora:

El lugar geométrico de los puntos que por un movimiento
dependiente de dos pardmetros describen dominios de igual drea,
estd formado por circunferencias concéntricas.

Obsérvese que este resultado ocoincide con el del nimero
anterior en el caso que estamos considerando de la geometria
no euclidiana. En el caso euclidiano, un razonamiento elemental
conduce a que en este caso de un movimiento de dos parime-
tros, el lugar geométrico anterior estd formado por rectas para-
lelas, resultado que queda iricluido en el enunciado anterior si
se consideran las rectas como circunferencias de radio infinito.

De (5.2) se deduce que dada el drea descrita por tres pun-
tos, se conocerd el drea descrita por cualquier otro punto. En
efecto, escribiendo (5.2) para los tres puntos, se tendrin tres
ecuaciones para determinar las integrales que figuran en el se-
gundo miembro, con lo cual la misma férmula podra aplicarse
a cualquier otro punto.

Otra consecuencia de (5.2) es que entre las dreas F; des-
critas por 4 puntos y sus coordenadas existe la identidad:

F, = Y1 5
F, T2 Y 2y
- Y|=o0.
Fg Y3 %3
F, Ty Y4 24

que generaliza a la geometria no euclidiana un resultado ele-
mental de Kurita[4].
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§ 6. El teorema de Holditch para el caso n-dimensional

Para generalizar el teorema de Holditch al espacio no eu-
clidiano de n dimensiones, deberemos aplicar la férmula de
Gauss-Bonnet generalizada (2.12). Ello exige que el nidmero
de dimensiones n sea par. .

Consideremos el sistema Ay, A;,A4,,...,Ax de puntos auto-
conjugados de § 1 y el punto B, definido por (3.1) sobre la
recta AyA;; sea By su conjugado sobre la misma recta Ay A4,
dado por (3.2). Consideremos el nuevo sistema de puntos au-
toconjugados ByB;A;A;...A,. De las formas diferenciales

“definidas por (2.4), aquellas con i,j=-0,1 son las mismas

que antes. Las dnicas que cambian son
i (By) = K(A;dBy) = cos VK s, oy +sen VK sy 0,
(6.1) oi(B,) =K(4; dBl)_—senVKslooo i+ cos YK sy oy
wgt (By) = K(B, dBg) =— ot

Supongamos ahora un movimiento del espacio dependiente
de n—1 pardmetros, de manera que cada punto describa ,una
hipersuperficie cerrada, volviendo luego a su posicién inicial.
Para expresar el volumen V, limitado por la superficie descri-
ta por B, segin (2.13) solo necesitamos conocer b. Pero ya
vimos que esta forma diferencial es una suma, con ciertos coe-
ficientes constantes, de expresiones de la forma (2.12). Por
tanto, al escribir la forma 1 para el sistema ByB; A;Ag... A,
teniendo en cuenta (6.1), resultard una expresion de la forma

(6.2) ¥ (By) = cosn1 VK s, 8 + cosn2 VE s sen VK s, 8,
+ ... 4 senn—1 VT( 89,4

donde las 9; son formas diferenciales que no dependen de B,
sino’ unicamente de Ay y del movimiento.
Por tanto, segun (2.12)

Kn2V, =—;— J O, — cosn—1 VR slf% — cosn—? V_K §, sen VT{ slf&1
3 § -

— ... —senn~1 VR slfen—b

§
siendo S la superficie descrita por A,.
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De aqui, anilogamente al caso del plano, se deduce la si-
guiente generalizacion del teorema de Holditch:

Supuesto un movimiento sobre si mismo del espacio no eu-
clidiano de n dimensiones (n par) (o del espacio n-dimensio-
nal de curvatura constante K), tal que los n+1 puntos alinea-
dos Ag, By, C,, ..., Ly describan hipersuperficies cerradas que
limiten 'respeclivamente los volumenes V,,V,,...,V,, se cum-
ple la relacién .

(6.2) I l 712— JO,—Kn2V,  cosr1 VT( Si,

cosn—2 VR s; sen VI—( S;, ...,.sen"—lv-lz s; ” =0

donde s; es la distancia de A, al punto i-ésimo y el primer
i miembro indica el determinante formado para los valores
i i=0,1,2,8,...,n.

! ' 'Se puede dar otra forma a este resultado (como hace Kurita

para el caso euclidiano), observando que al desarrollar por la
primera columna, los coeficientes resultan determinantes del ti-
i po Vandermonde (después de sacar senn—! VR s; factor comun)
' y en la expresion del desarrollo aparecen las expresiones
sen VK (si—sj). Resulta asi facilmente que (6.2) es equiva-
i lente a

3

= = =
i—0 II' sen VK(s,-—s i)
j -

donde en el denominador el acento indica que en el producto,
extendido de 0 a n, hay que cxcluir el factor j=i.

. 1
n = JO—Kn2V,
(6.3) 2

La generalizacion del teorema de Kampe es méas complicada
il y el lugar de los puntos que describen hipersuperficies que en-
f‘ cierran igual volumen ya no resulta hiperesferas concéntricas, sino
l, ciertas hipersuperficies de grado n.
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