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SOBRE LA UNICIDAD DE LOS OPERADORES
VECTORJALES ELEMENTALES

POR

L. A. SANTALG

1. Introduccion. - En los tratados corrientes de Céalculo Vec-
torial se suelen introducir los operadores gradiente, divergencia
y rotor, demostrando su caricter vectorial, pero dejando de lado
la posible existencia de otros operadores lineales formados. de
manera aniloga.

Por ejemplo, con las derivadas parciales @, ¢y, @, de un
escalar ¢ se forma el vector gradiente, pero no se menciona la
posibilidad o no de formar otros vectores de oomponenbes, por
ejemplo, de la forma

(1.1) Pe— Pz Py+29.— @, Pzt Py

cuyos coeficientes tengan valores constantes, significando con
ello que tienen el mismo valor en cualquier S1stema ortogonal
de coordenadas.

En otras palabras, las tres componentes ¢, ¢y, @,, cual-
quiera que sea el escalar ¢(z,y,z) se transforman por un cam-
bio ortogonal de coordenadas como las componentes de un vec-
tor (ver n. 3), lo cual no ocurre con las tres componentes (1.1).

Igualmente, con las nueve derivadas parciales a;j=0a;/0x;j
de las componentes a,,d,,a; de un vector funcién de punto se
forma el rotor, de componentes

(1.2) Qg3 — Qg9, Q33 —a13, Oy9—0dgy

pero se deja sin aclarar la posible existencia de otros vectores
cuyas componentes pudieran formarse como combinacién lineal
con coeficientes constantes de las a;j, como seria, por ejemplo,

(1.8) Gg3+agg, gy +ay3—ay9, Agy + Ao —ayg.
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También en este caso las tres componentes (1.2) se trans-
forman por un cambio de coordenadas ortogonales como las
componentes de un vector (o, mas exactamente, de un pseudo-
vector o densidad vectorial), mientras que ello no ocurre con
las componentes (1.3).

Aunque suponemos que debe ser bien conocido el hecho de
que los operadores usualmente considerados son efectivamente
los unicos posibles, por no haberlo encontrado en la literatura
corriente, creemos podra ser 1til dar una demostracién elemental
de estos teoremas de unicidad.

Nos referiremos exclusivamente al espacio ordinario de tres
dimensiones. Aprovecharemos, ademas, la oportunidad para pun-
tualizar la diferencia entre vectores y densidades vectoriales, di~
ferenciacion cada vez mas necesaria sobre todo en las aplica-
ciones a la fisica moderna. :

2. Matrices ortogonales. - Suponemos conocidas las noclonw
usuales sobre matrices y sus operaciones.

Representaremos por Of a la transpuesta de la matriz 0
es decir, a la que resulta permutando el papel de las filas y
columnas. Por E indicaremos la matriz unidad, o sea, la matriz
cuadrada que tiene los elementos de la diagonal principal igua--
les a'la unidad y los demés iguales a cero. ,

Una matriz cuadrada se llama ortogonal si cumple la con-

dicién ,

(2.1) , _ OOt=E,

relacion eqﬁival-ente a | . o
(2.2) | Ot=0-1 o

indicando por O-1 a la matriz inversa de O.

El determinante de las matrices ortogonales vale +1 Cuan-
do haga falta especificar este signo, pondremos O+ para las.ma-
trices de determinante +1 y O- para las de determinante — 1.
Por ejemplo, las matrices ortogonales de orden 2 son .

cos & sendy L cos & sen ¥ y,
(2,3) O+,— (—sen& cos&)’ O'—(sen%} —.cos &

donde 9 es cualquier angulo entre 0 y 2.
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3. Invariantes, vectores y densidades. - Consideraremos ' {ini-
camente sistemas de coordenadas cartesianos ortogonales en el
espacio euclidiano de tres dimensiones. R

Sea z un punto de coordenadas z,,x;, 3 que representa—
remos por la matriz (")

451

= =z |.
Ty

Un cambio de coordenadas del sistema z,, z,, z; al z,’, 2, 25",
ambos con el mismo origen, estarid representado por una ecua-
~cién matricial

t3.1) =0z

donde O es una matriz ortogonal cualquiera de orden 3. Si O
es de determinante 41 se trata de una rotacién; si es de de-
terminante —1 se trata de una rotacién seguida de una sime-
tria, en cuyo caso la orientacion del triedro coordenado cam-
bia de signo. ‘

Una funcién F(z) se dice qua es un invariante o un escalar
cuando por cualquier transformacién (3.1) se verifica

(3.2) F(z)=F(z), o sea, F(Oz)=F(z).
Una funcién F(z) se dice que es una densidad escalar, si

por una transformacién ortogonal de coordenadas se transfor-
ma segun las férmulas

(3.3) F(O+z)=F(z), F(O-z)=—F(a).

(*) En lo que sigue la misma letra z puede representar: a) el punto de
coordenadas &y, %, %,; b) el vector de componentes 2, s, Z; ¢) la matriz de
una sola columna cuyos elementos son &y,Z., Z;. Esperamos que esta ambigiie-
dad, casi obligada para no complicar demasiado la tipografia, no habri de
ocasionar confusién, pues cada vez que haga falta antepondremos el nombre
correspondiente.

Anflogamente la letra 4, por ejemplo, se utiliza tanto para indicar el
vector de componentes @y, a5, a3 como la matriz (3.4).
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" Un conjunto de tres funciones a,,a,,a;, -se dice que son
componentes de un vector A, que representaremos por la matriz

' Lo . . . a
3.4y - A=( o )
. . . as

cuando por cualquier transformacién de coordenadas de la for-
ma (3.1) las nuevas componentes a,’,ay’,a;’ del vector trans-
formado A’ estdn dadas por la ecuacién matricial

- (8.5) A'=0A
de la cual se deduce, segin (2.2),
(3.6) . A=014=0tA"
Un conjunto de tres funciones ay,a3a; se dice que son
las componentes de una densidad vectorial A, que representa-

remos por la misma matriz (3.4), ¢uando por una transforma-
cion ortogonal de coordenadas se transforma segun la-ley

(3.7) A’=0+A obienm A'=—0-A
segun el caso.

4. Lema. - Para nuesiro objeto va a ser fundamental el lema

81gulente

" La tnica matnz L que conmauta con toda matriz ortogonal
o sea

(4.1) LO=0OL

-para cuélquier; 0, es la matriz
(4.2) L=pE

siendo p un escalar y E la matriz unidad.
Este lema se puede considerar como un caso particular del
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lema de Schur de la teoria de representacion de grupos y
por tanto se puede demostrar de manera anéloga (*).

En efecto, consideremos la transformacién lineal #'=Lz
y busquemos los vectores & que se transforman en otros de la
misma direccién. Deberd ser pz=Lx, o sea (L—pFE)z=0.
Como suponemos estar en el espacio de tres dimensiones, la ecua-
cién |L—p E| =0 tiene siempre por lo menos una raiz real py;
a ella corresponderd un vector z, tal que

PoTo =Lz,
de donde
OLz,=p, 0 x,.
Si L conmuta con toda O, se' podra escribir
L(O“’o) =Po O“"'o: ;

pero ehglendo convenientemente O, el vector Oxo puede lograr-
se que tenga la direccion de cualquier vector y por -tanto L
transforma a todo vector en otro de la misma direccién. De
aqui el enunciado (4.2).

Obsérvese que la misma demostracion vale para probar que
el lema sigue siendo valido si se consideran unicamente las ma-
trices O+ o las O-. Es decir, de la condicion O+L=L O+ pa-
ra toda O+, se deduce L=pF y lo mismo para O-(**). De
aqui se deduce:

Gorolario: No existe ninguna matriz L (excepto la ma-
triz nula) que conmute con todas las matrices O+ y anticon-
mute con todas las matrices O-.

(*) Ver H. WEYL, The Classical Groups, Princeton, 1946, pig. 81-83.
(**) Obsérvese que esto ya no es cierto para el plano n — 2, pues en este
caso las matrices de la forma
a b
(.—- b a )

conmutan con toda O+. 8i se consideran todas las matrices ortogonales el
lema vale para cualquier dimensién, aunque para dimensién par hay que
modificar un poco la demostracién dada.
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5. Vectores cuyas componentes son- combinacion lineal de
las de otro vector.-Dado un vector A se trata de ver si como
combinacién lineal (con coeficientes constantes) de sus compo-
nentes, se pueden obtener las componentes de otro vector B.

Es decir, se trata de ver si existe una matriz constante L=(}\;j)
tal quue B=LA sea siempre un nuevo vector, cualquiera que
sea el vector A (*).

Por un cambio de coordenadas es A’=0A y por tanto
LA’=LOA. Por otra parte, si B debe ser un vector, serd
B'=0B=O0OLA. Por tanto LOA=0LA, relacién que si de-
be cumplirse para cualquier A obliga a que sea

(5.1) LO=0L

para toda matriz ortogonal O. Por tanto segin el lema del ni-
mero anterior se tiene: ’

Como combinacidn lineal con coeficientes constantes de las
componentes a;,a,,a; de un vector A, no se pueden formar
mds vectores que aquellos de componentes proporcionales
pay,pay pas.

En particular:

Los tnicos vectores cuyas componentes sean combinaciones
lineales con coeficientes constantes de las derivadas parciales @,
9y, 9. de un escalar @, son los proporcionales al gradiente.

Para ver si se puede formar alguna densidad vectorial en
las condiciones anteriores, el mismo razonamiento conduce, en
lugar de (5.1), a las relaciones

LO+=0+L, LO-=—0O1L

y por tanto, segin el corolario del n. 4, se tiene

No existen densidades vectoriales cuyas componentes sean
combinacion lineal con coeficientes constantes de las componen-
tes de un vector.

6. Invariantes formados con las derivadas parciales de las
componentes de un vector.-Sea A(x) un campo vectorial, for-
mado por los vectores A de componentes g; (i=1,2,3), fun-
ciones del. punto z de coordenadas y,¥,, z,.

(") Al decir que las \j son comstantes, entendemos que tienmen el mismo
valor para cualquier sistema de coordenadas.
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‘Pongamos, para abrev1ar la escritura =
» ' ' ()a
(6.1 =_t
(6A ) | = G

Si O={(a;) es la matriz ortogonal de un cambio de coor-
denadas (3.1) y O-1=0t=(B;j) es la matriz inversa, es

(6.2) - al=qjja;

donde en el segundo miembro hemos suprimido el simbolo de
sumacién respecto el indice repetido j, de acuerdo a la costum-
bre establecida en célculo tensorial. De aqui

da,-’ —a da, c)x,

=0 S0 P iy ait

(6.3 =
(6.8) i oxy’ dxl ox;’

Queremos ver si existen constantes \; tales que la suma
Nija; (los indices i,j sumados de 1 a 3) sea un invariante,
es decir
(6- 4) ' - )\,-ka'ik: )\ikaik

o sea, segln (6. 3),.

(6.5) ‘ Nie %55 B aji=Njyajt

igualdad que si debe satisfacerse para cualquier vector A, exige
que sea

(6.6) Nig 0 Boie =Ny

0 sea, en forma de matrices

(6.7) : OtLOu=L

y como 0%=0 y OO!=E, esta relacién es equivalente a
(6.8) LO=O0L.

Segin el lema del n. 4 esta relacién nos prueba que
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‘Como. combinacidn lineal con coeficientes constantes de las
derivadas parciales de las componentes de un vector, el tnico
invariante que se puede formar, salvo un factor constante, es
su divergencia.

Si A es el gradiente de un escalar ¢, de este teorema se
deduce, en particular,

Como combinacion -lineal con coeficientes constantes de las
derivadas parciales sequndas de un escalar @, el Gnico invariante
que se puede formar, salvo un factor constante, es el laplaciano.

Para ver si en las mismas condiciones se puede formar al-
guna densidad escalar, la misma demostracién anterior conduce,
en vez de (6.8) a las condiciones :

(s 9) LO+=0+L, LO-=—0-L

y por- tanto, segun el corolario del n. 4,

Como combinacidn lineal de las derivadas parciales de las
componentes de un vector no se puede formar ninguna densidad
escalar.

7. Vectores cuyas componentes son combinaciones lineales de
las primeras derivadas parciales de las componentes de un vector.

Con las mismas notaciones (6.1) del nimero anterior, que-
remos ver ahora si existen constantes \;m tales que

(7.1) bp=X\3may (i, k sumados de 1 a 3)
sean las componentes de un vector (m=1,2,3) Insistimos en
que al decir que las A\y™ son constantes, queremos decir que

tienen el mismo valor en cualquier sistema de coordenadas.
Segun (6.3) por un cambio de coordenadas sera

(7.2) N 4’ = Ny™ oy By ajy

Yy por ofra parte, si las b, deben ser componentes de un vec-
tor, debe ser

(7' 3) . ) b’m =0mh bh =0Omp )‘flh aji.

Igualando (7.2) y (7.3) y si la igualdad resultante debe va-
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ler para valores aj deducidos de cualquier vector A, resulta
(7.4) C A g B =amp N
o sea, en forma de matrices
(7.5) - OtLmO=ap,, Lk
donde se ha puesto |

Ai™ App™ Agg™

Ln={2ym Xgm Agm |, (m=1,2,3).
Agy™  Age™  Agg™
Toda matriz O+ represeﬁta una rotacidn alrededor del ori-

gen de coordenadas y por tanto puede descomponerse en el pro-
ducto de rotaciones alrededor de los e]es Ty, Ty, T3 SUcesivamen-

te, expresadas por las matrices

cosd send O 1 0 0
03=<——sen3 cos$ O), 01=(0 cos & sen&),
0 0 1 0 —send cos$
cos¥d 0 —sen¥
02:<' 0 1 0 )
send O cos ¥

Consideremos primero la matriz Oz, o sea las rotaciones
alrededor del eje ;. La condiciéon (7.5) para m= 1 conduce
al sistema de ecuaciones .

Ajlcos? & — Ajp,lsen 9 cos & —
— gyt sen & cos & + Agolsen? & =Xyl cos &+ Ay, 2sen &
(Mgt — Agg!t) sen 9 cos & +

+ xlzl cos2 9 — )\211 sen? 9 = )\121 cos & + l122 sen &

Aglcos & — hgglsen & = A 31 cos & + A 52 sen &
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(A1t — Agel) sen ¥ cos & —

)\11'1 sen? & 4

+ (Age! +Xg(?) sen & cos & 4 Appl €082 & =Xy51 cOs &+ Nyp2 sen &

Sy e e

Trean

3\311 cos & — Agplsen & =A3;1cos & 4 Ag42sen &

T T T

Xz lsen & + Agol cOS F =551 cO8 & + Ag02 sen &
31 8en 32 32 32

X33l =2g3! cosY + Agg% sen 9.
Si estas ecuaciones deben satisfacerse para todo valor de &
debe ser
Nt =gt =gyt = Rggl = Agg? =0
(7.6) Mg = Rge? = Ngy? = Npp? =gy =0
gt 4 Ayg?=0, Agg? — Mgl =0, Ag;2 + X35t =0, Agg? — X3,1=0.

Para m=3, la ecuacién matricial (7.5) equivale al sistema
Ap13 €082 & — (A% 4 Xy,%) sen & cos & 4 Ng8sen § =18

(A14% — Ag9%) sen & cos & + Ayp3 cosZ & — Ay 96en2 & =), ,3

X33 cos & —Ay38sen & =Xy58

(R1g® — Agg®) sen & cos & + Ag;3 cos2 & — g8 seri? ==Xy,

Aps8sen? & + (A58 + Apy%) sen & cos & 4 Agp8 cos? & == Xyp8
A58 8en & 4 Xgg8 coS = Ap58

X313 cos & — Ago8 sen & =Xy,8 (

A3;8sen & 4 Agy3 cos & = Ago8

J\333 = 1333
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de @onde
Mgd =253 = RAgg® =N3p® =0 g
(7.7) . i
Ae® 4 Rgy3 =0, A 4% — Rg®=0. ¢
Para m=2, las ecuaciones (7.5) no dan ninguna relacién ;
nueva entre los coeficientes Ay m. ¢
Falta considerar las rotaciones O;, O, pero se observa que

los elementos de estas matricas se obtienen de los de Oy por per-
mutacidn circular de los- 1nd1ces, s decir, i

08 = Ggpy, D = Oy g ®
donde los subindices deben tomarse mod. 3. f
-"Por tanto las relaciones a que dan lugar las ecuaciones (7.5)
al tomar las matrices O;, O, son las que se deducen de (7.6) y
(7.7) por permutacién circular de los indices.
Resultan de esta manera las nuevas COIldlClOD.eS

N 1111 = )\222 = X333 =0 -)‘_12_1 = }\232 = X313 =0 .
Aol =hge? =23 =0" A2 =Nged =gt =0
Mg? =Rgg® =Agy1 =0 Aog? =Xggf =2y3t =0
(7.8) -
Agg?=Ayy8 = Rg! =0 Ag® =gy =X3e? =0
T A= )‘311.= A?=0 - X133 =Xl =Ny3? =0

';3323=k131':lz‘12=_0 R ;
y también, de (7.6),

Mg + 2157 =0, Agy? + X508 =0, A3 +R551 =0

Aog? =Nt -, Mg B=Agf L Appl=1g,8
(7.9)
)\321 F232=0, Mg +X13=0; g3+ Rpt=0

Age? = )‘311 D VTR VP » Agyl=2Ng48
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yde (7.7)
: ) 1123 + A2].3 == O! k231 + kszl = O, ks].s + klsz =O "
(7.10) | Rt =0
A113 = l223 ’ A221 = 3331 R 1'332 = lng.

Como consecuencia de (7 6), (7.7), (7.8), (7 9) y (7.10),
queda como soluclon

00 0,6 -~ /001X 0 ox 0y
(7.11) L1=<o 0 —x). L2=< 0.0 0).-L3=(x - 0'0).
0 X 0 —x 00 N . 00
~ Falta ver todavia si la relacién (7.5) se cumple al con-
snierar matnoes ortogonales O‘ .0 sea, de determmante —1
Tomemos, por ejemplo,

.. [cos¥ send O}
O;-=|'sen® —cos® 0 ).
0 0 .1,
La ecuacién (7.5), para los valores (7.11), y para m=3, da

cos & send 0y ,0 —X O cos ¥ send 0
(sen& —cos ¥ O|> (l 0 O) (sen& —cos 9 0):
0 0 17 M0 00 0 0 1

0 —\ 0
=(l 0 O)
0 00

y como el producto de las tres matrices del primer miembro es

0O X0
35 )
{ 0 00
resulta A=—X, es decir, A=0.

Por tanto:
No eziste ningun vector cuyas componentes estén formadas
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por combinaciones lineales con coeficientes constantes de las .pri-
meras derivadas parciales de las componentes de un vector.
En cambio, si en vez de un vector buscamos una densidad

vectorial, en lugar de las ecuaciones (7.5) tendremos las ecua-
ciones (para m= 1,2,8) :

OHLm O+ =q,,, Lk, &z'Lmo—=;amth.

El primer grupo de estas ecuaciones tiene la solucién unica
(7.11) y es inmediato  comprobar que esta solucién satisface
también al segundo grupo.

Por tanto:

Como combinacién lineal con coeficientes constantes de las
derivadas parciales primeras de las componentes de un vector.
A, se puede formar una sola densidad vectorial (salvo un factor
constante) de componentes

Qgg —dgg, dg3— 03, Gy3— gy

que es la llamada el rotor de A.

DIRECCION NACIONAL DE LA ENERGIA ATOMICA
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