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2. Enunciado del teorema. — Supongamos ung Jfransform :}1 )
cion conforme definida por las ecuaciomes (1. ) que cump ¥
las condiciones mencionadas en el n° 1. Sea un punto P del I

plano z,y y sea P’ el punto correspondiente del plano XY

Consideremos una curva cualquxera Yy del plano z,y que i
pase por P y tenga en este' punto curvatura detérmmada, sea J
Q el centro de curvatura de Y ‘en’ el ‘punto . P‘ “La curva Y
transformada de ¥ por la transformacién’ (1! 1) ‘tendrd ‘un cen-
tro de curvatura Q El teorema p:rmapal que vamos a demos—_
trar en esta nota ©s el s1gu1ente e

La correspondencia entre los puntos Q, centros de curva- -
tura correspondwntes al punto P de las curvas Y del plano z,y

wote v das watae (V poniros de curvatura
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De (8.7) y (3.9) aplicando (8.4) se obtiene que las coor-
denadas del ocentro de curvatura de la curva transformada de
-(3.1) son-
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lﬁxbc?lgn I'fie Axarial‘blp_'complgja. w=f(2), siendo s =244y, w=7[(2)
y)!-{-_i Y (a;,y): s condiciones (1.3) son entonces las clisicas condi-
§'monogéneidid’ de ‘Catichy-Riemann, Entre los coeficiéntes que figuran
¥.'los 'xiilé'duls)s"’.ile‘ las derivadas de f(¢) hay las siguientes relaciones
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el radio vector de un an‘gulo bonsuints i{f” )f{( do ;6‘ < 1‘2

y multiplicar la longltud del iradio vector - r=0Q por un fac-
_tor dado en (3.13) que es inversamente proporcional a la dis-
tancia de Q a la recta fija A€+ Bn-+H=0.

Segun (3.11) y (3. 8) se debe observar también la relac10n‘

me 4 n2=Hs. (3.14)

4. Unos invariantes conformes para curvas tangentes. —
a) Supongamos fres curvas. tangentes en un punto P. Sean Q,,
Q:, Q3 sus centros de curvatura corrrespondientes al punto P,
que suponemos - distintos, y que estarén‘ sobre ‘la normal a las
curvas en P. Segin el teorema d g;i?strqd(,)., . para cualquier
transformacién conforme; los ce'ntros de curval:ura Qy, Q' Qs
de las curvas transformadas formaran con P{, (correspomdwnte

a P) una cuaterna cuya razon. doble tiene el mismo valor que

(PQ, 1% Qs)
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tros de curvatura’ conrespondwnﬁes al punto corniin sobre una
‘recta. : . : : S
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6. Algunas consecuencias. — Supongamos un conjunto de
curyas.que pasan por un punto que supondremos el origen de
coordenadas del plano E,n. Siendo r el radio de curvatura
de una curva general del conjunto, queremos hallar aquellas
curvas- para las cuales el radio de curvatura de la transformada
por la transformaciéon conforme (1.1) vale Ar, siendo X una
constante dada. (Los radios de curvatura se sobrentiende que se
consideran tomados en el origen y en su punto transformadpo).

] Segin (3.10) el cuadrado del radio de curvatura de la
. curva transformada vale

(m2+n2) (&2.{_1‘2) . . N )
(A%t Bt H)? '
y si debe ser §24n2=Nr2= A2(E24-n?) se deduce

El2 +nf=

VAL L Rn-LHY—Vm2 L n2—nN (] 1\
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g:: mélrwo de los centros de curvatura de las curvas transfor—
‘ ‘i@éd&s es igual al nimero de puntos de mtersecc:dn de la curva

éx;bl'irvatura correspondwnbes al punto comin P’ sobre una cé-
i la ;cual tiene P’ como foco.
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o8 0, a2—A2+ Bz, la:ecuacién (7.1) se puede escrlbn' Y
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que pone de mamfnesto que K’ es una cénica con umfoco, ’flh
‘el origen, que es el punto P’, y excentricidad ar/H.

Para demostrar que P’ es un foco de la conica K’ se
puede -proceder- también sintéticamente (¢). En efecto, la- pro-:
yectividad (8.10) conserva los angulos entre las direcciones de
vértice P. Por tanto si la involucién de rectas conjugadas de
vértice P respecto de K es la involucién rectangular, lo mismo-
ocurrirs con la involucién de rectas conjugadas de vértice P’
respecto de K’. Como los focos de las conicas estin carac--
terizados por ser los tnicos puntos del plano cuya involueitn
de rectas conjugadas es la rectangular, se deduce, de manera
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El . citadrado del- elemento deiarco de la superficie vale:
i2 4+ dz? +dxg?, o!sea; seglin'(8.1), TR
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! dst=g ( q‘; dog?+dg?) (8.2)
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dicando con un acento la derivada.

‘Consideremos la representacién de la superficie sobre . un

R o s : . .
ano x,y definida por.las ecuaciones
3 .

i
eglin lo dicho en .la. nota, (*), las condiciones para que la curva K’
e, ‘pardbola o hipérbola, cuando la transformacién conforme esti dada
'funcién analifica de.v?'m‘iable compleja w — f(#), equivalen respectiva-
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epresentamén" i
de la esferafsob

,‘(

q) = cte .\;, mq,nen
tes pamel i Y 100 Pillon, m = cte
paralelas al’eje . .

Se llaman curyas loxodrdmwa._s' de ..
volu016n A Ta% ‘oiirvas " qlie c6ftﬁ‘i\1l'<‘ 1}>s '
- gulo” oonstante Slen‘klo
; bléndose los 2 men t;,' ’da w,t
duce que en la, ;epresentac
presentan. por rectas. " -

Cualquier representa016n ‘conforme de Ia superflcle (8. 1)
sobre un plano, puede considerarse:como: obtenida ‘mediante una '
nueva representacion .conforme de la .primera representacién
(8.8) sobre otro plano. Por cons1gu1ente, como las loxodromi-
cas que pasan por un puato, en la representacién (8.8), son rec-
tas y por tanto sus centros de curvatura estin sobre una recta
(la del infinito), aplicando el teorema fundamental del no. 2,
se tiene la propiedad:

En cualquier representacion conforme de una superficic de
revolucion sobre el plano, las lozodrémicas que pasan por un
punto estdn representadas por curvas cuyos cenlros de curvatu-
ra correspondientes al mismo punto estdn: sobre una recta.

En partlcular, siendo la esfera una superf1c1e de revolucmn,
el teorema anterior es aplicable a cualquier mapa que represente
la.esfera sobre el plano conservando los angulos.
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