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^qN TEOREMA SOBRE REPRESENTACIÓN i 

Por, 

A Introducción — Supongamos una oorrespcmdencia entre 
loi puütos del plano x,y y los del plano X,Y defouda por las 

^(\[\n 

X=^X{x.y), Y=.Y{x.y) >\ (11) 1 

i «i ' ! 
•floiifl̂ * las as.y' y laS X,Y son coordenadas cátté^ahaft tictah-

1) defiàen una tránsformaéiión del planb 
J" > en el X,Y Supondremos qup las funciones X(i,y), Y{x,y), 
qui defíneh la tíkiisformación, admiten las denvadab parciales 
de primero y segundo ordien, siendo estas últimas : ccmtmuásl 
L)í iésta manera, a una curva dfel plano x,y que tenga radio de 
tiirVatura determüiado en uüo de sus puntos, le corresponderá 
oír i curva también con radio de curvatura determinado en el 
I luujto homólogo. ' 

. . I Cuando el ángulo que forman entre sí dos direcciones 
cualesquiera del plauío x,y es igual al que forman las drreccio-

fSk'- o®s transformadas en el plano X,Y se dice abreviadamente que 
'Wí'.' la transformación «conserva los ángulos» o que es conforme. 

Las condiciones necesarias y suficientes para que la trans-
(1.1) sea conforme se sabe que son (i) 

X,' + Y,' = X,' + Y,', 'x.X,+r.Y,=0. (1.2) 

l> 
*íWw^ í J^ormación (1.1) sea conforme se sabe que son (i) 

'ÍMTO»( 0)'<Veí por ej., E. QOUESAT, Coar» d'Analyse Mathématiq'ue, tomo I, 
T f f K5';Ed.), pág. 642. ^̂  

áá 
é l ' f al> 

''> 

m 

t 

M\ 



yioi lAi M líUMr <í̂ fai)H Afei^uit* /'M 
m^mn^nk 

7Í 

Como las ecuaciones ( 1 4 ) se dpdtíoen de las ^(J,í,(^)L|[ppi 
solo cambiar Y en —Y en todo lo que sigue vamos a suponer 
quej se,,çiunplen,las ççn^iiçip.çes, (J. 3). ,,Elî ç̂asp_ en que laSiCcua , 
cionés què tuvieran lujgar entre las'funciones (1 . l)_que^.def i - , , 

al anterior por una simetría^^el plano X;Y'resj^çtó; 'èl0^ 

mente 
I. De, (1.2),,Y, i(l-3) .se/'.deduceh-.las.sigmentes,relaciones due 

más adelante utilizaremos^ u ' ,„i. , •,].,•', , . , ."' 

• •".' \\v ióS'' 1.7 !!.!•. -,ir: 1 . ' ••- . . • . r,!·»··i .'•.(.! 

2. Enunciado del teorema. — Supongamos,vma.transforma-
ción conforme definida por las ecuaciones (1.1) que cumplen 
las condiciones mencionadas en el n". 1. Sea un pimtó P del 
plano x,y y sea P ' el punto correspondiente del plano X,Y. 

Consideremos una curva cualquiera y del plano x,y qué 
pase por P y tenga en este punto curvatura 'determinada; sea 
Q el centro de curvatura de y en el punto PJ La curva Y 
transformada de -f por lá transfórniacíón' (1.' 1) tendrá ún cen­
tro de curvatura Q'. El teorema principal que vamos a demos­
trar en esta nota es el siguiente: , . - ! 

La correspondencia entre los puntos Q, centros de curva­
tura correspondientes al punto P de las curvas Y del plano x,j 

...,.- ,. f„. ^,,„j^^ O' rpntrns de curvatura 



'W ' '^%í'^^^^^ '?^i/PWtP' transformado P'' es elj Oíigen^ deji planofX.Ks 
iíSw ^ is,íH«ii«ir»An«o»».«.<,)„«n .^,^.. n v ')'>^>nida p o f l á s e c u a c i o n e s ' p a r a -• ^ í\j|t||}f'ap^)í>ig'amo8!una càrva -y definida por las ecuaciones'para-

W •• í i 

^%,W<Hiíu . 1 1 ^ . > ^ j J ' i n , f ) , , l n i 

(a; 2+3^ 2)3/? i ' i \ 
(3 '2) 

\ 

i tan 3- = ^ (3.3) 

las coordenadas ^, T\ del centro de curvatura de la curva (3.1) 

fix'^+y'^) 

mil v ' U " % , ( îP«(0 

•ni=r cos,9- = r 
x'(a;'2+y'2) 

(3.4) 

(x'2+/2)i/2 x'y"-x"y' 

curva transformada de la (3.1) tiene por ecuaciones 

HM'í'Q X = X(a;(í),y(0). l ' = y(a;(í) .y(0) (3.5) 
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De aqm se dèduop, teniendo eií. cuenta (1 2) 

habiendo''püesto/-'p8írá*'al?ípviar,, ';^ "̂  • i'l· /V " ' ' 

y siendof.pof ta!tttO'>.'segun^',(l.5)y (r.'S);''^:^»©:*^^*','^''.;y>'-,\ . 1 
A-demás, verificando operaciones ,Y teniendo en . CWnta . las . '••. '$, 

relaciones (1.3), se tiene ' : '' 

X' Y" - X" Y' = (X,, Xy-X¿:X,,) (x'2 + y'2) a/ 

+ (XyX,y-X,Xyy)(x'2 + /2)3,' ^^ , 

+ H{3^f-3^'y'). •.•••• " . : rM ( 3 . 9 ) 

De (3.7) y (3. 9) aplicando (3.4) se obtiene que las coor­
denadas del centro de curvatura de la curva transformada de 
(3.1) son 

. 

'^1 = -
y>(X'2+F2) _ . /rtg-nn 
X'Y"-X"Y' ~A?+fin+ff 

IU9) 

^^~X'Y"-X"Y' ~AÇ+Bn+ff 



habieado 

^XJX,. 

dea< 

,T|í0È|:p9Jíe8tbsjvaïoiieŝ  8© 1 refieren al punto f = 0 ( x = 0,3' = 0) 
j^MentéSfím, íínv ]|^t^i\tíj[ son (constantes Ique 'depep-

„ ^ ,^jí;||jiuttciones X{x,y), Y{x,y) que defuwín la transfoiv-
mat í^aWil^pèroSí^o ^ ^e^ la^ cujçv^ particular x = x{t). y=y{t) 
qae ^ent^^çsfp^^air í i jado,el puntoix^Oj^/s^O la coniesponden-
( ^ èt|ip|,lldsi centroá de curvatura ^,^, de las i curvas que pasan 
]pOy-|4|feA|'los centros de curvatura '^t^t de las curvas transfor-
n^adaMen el punto homólogo, está definida por las''ecuaciones 
(á^p)0)||r,Como estas ecuaciones son las de una proyectividad. 

%ít /!í/i 

•% 11) 
1 t> 

W^(f:-0Si. 

..'\''^';'':;^m 

la' qtl,éda idemostrado (2)^ 
OToyéçhvidad^ (3 10)(es de una forma particular Pa-
^izajcji^, geométricamente supongamos por un> momento 

(¡prestos los planos,K^,,Ti y ^i, ÍII Llamando cp ,al ángulo 
ra 
SÜ; 

quo 
p«l 

' limkhWegün (3 10) 

tan cp — — 
1 + ÜLl 

tan cp = - (3 12) 
\<\ 

t 
WíWil^ m^Ph^'^ transformación conforme (11) se puede suponer representada por 
I ) »(V,wia'jfunción de variable compleja w = /(cr) siendo s zz: a; -f- ty UJ ^ /(ar) 

'«(1 ^i-í 

;'"|a <í(a!,jf)-|-»Y(x3/) Las condiciones (13) son entonces las clásicas condi 
monogeneidad de Cauchy Biemann Entre los coeficientes que figuran 

TOM^Í^ 10) )r los módulos de las derivadas de / ( a ) hay las siguientes relaciones 

"l^Y\ S=\f'(^)\' A' + B'=\f M\'\f (^)\' 

J
ï̂ icwJ cuales se obtienen inmediatamente teniendo en cuenta (3 11) v recordando 
ft <ÍVe es 



in 

| . /¿En·'lèuanto a la distancià ^ delí pi^tOA<^? al or^g^p/^ i tiene| 5 >' 

^̂ '̂ ií/:=vVn>=" 

\ pPeroi la distancia del(|>Witb (̂  aixla^)reetáii45H^fiT\4-^ff — 0 
es 1 / f () í nSmii 1 oup ( ¿ j f ví^ífW )ftfi iiífj fftf )̂H /i b 

'̂  \. i «fií I íwj hji^,^íu!.h\'^i^ 0* I U ^) t' '> 

7 W ^ rl .> í <f 
por^ consiguiente 

í 1 

f 
fi 

l M Tif (1 

i I ' 42+^f 5j i i H ¡ ï 
I ) CU) M l ' » ! I, ) , ) ) i I »' nu I í í siendo r^ = Ç2 j _ ,̂ 2 

Es deóir Para pasar 

ei roaio vector (JQ de un arígulo constante <p definido por-(Si 12) 
y multiplicar la longitud' del fradio vector r=OQ por un fac­
tor dado en (3.13) que es inversarpente proporcional a la dis­
tancia de Q a la recta fija A^ + Br\ + H = 0. 

Según (3.11) y (3. 8) se debe observar también la relación 

m2 + n2 = JÏ3. (3.14) 

4. Unos invariantes conformes para curvas tangentes. — 
a) Supongamos tres curvas tangentes en un punto P. Sean Qi, 
Q2, Qs sus centros de curvatura corrrespondientea al punto P, 
que suponernos distintos, y que estarán sobre la normal a las 
curvas en P. Según el teorema deíposïradò, para ĉ ^ 
transforrr^ción conforme, los centros 4^ çuyyatura Q\, Q'g ^ 3 
de las curvas transformadas formarán con i?', (correspondiente 
a P) una cuaterna cuya razón doble tiene el mismo valor que 
(PQ.Q.Qs). 
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4»^ »î  

, tra-

! 

toctos (trescu,ri}a$ tangentes^ en ijin punto, y,siendp\v. fos J,,Potr consiguiente 
^adas fres c^rvc 
msjo&i^i^ çfin^íuros en^el mis/n<),̂ ít/ exppe^^^n 

(4 1) 

í i ¡i Am-M^rpPtratlifo^tliacihms confhfM '^ 
vf o)\ Si en lugar de tres curvas tanaentes se consideran cua-

Mm'^^"^'^ '^""^^^^^^ ^"^ P"íí̂  < < ^ r^gnesentamqs 

mï̂ iépj sera mvapante por tr^siormacipnes conionnes la ex-
esion / 

7 v < " ^ ^ 7 t í j V V Q ';"• ^% • ^ a " (4.2) 
piMjf/fín ;/><;••:• .-viri/íti-x^'-Xg-x^/-JCg-x^.; , 
l>,8i,}í li (Esto quiere' decir que si las curvaturas de las curvas trans-

' tójrWjilíormadas s'è representan respectivamente'por x':(i = l,2,3,4), 

• 5^(1 : ^ j . 

,\J|¿)jX A Por consiguiente: Dada una, transformación conforme cual-
^'^iVmiwf-tr'·^''^^''^ y "" ^ de curvaS: tangentes en un punto a una m,ísma 
\mW'''^i recta ia razón 

Xi—X., 
(4.3) 

) / 
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haz qfie 

rema general èe pvfedep c t̂aj-̂  , , ?*í| . ;i n j f ÍÍJ 

I. Considerando toda3„J[as( rectas ¡gue pasan por imjpunto, 
sus centros de curvatura'jèjàlsy^'^mi^intí}^ . 
infuaito y pomo por úna^pirp^ectiviaMU 
en rectas, resulta: - ' ' - yi^ ' ;V i';<̂ ^̂  • ír^\tl':L·¡i¡Kni^•, lo^í"- •. ' 
^̂  V'L·a's·^ürvàs tràns'formddà/^^ trünè'fornikciÒh^^honfor-

me de todaé"''Íás''rébta^'qüe^'pasan^pÓT" títi'^'j^uhtó',' tiéfveift[sus-'céti-
tros de curvatura correspondientes' al plinto común sobre wia 
recta. ' ,r . • 

II. Como-la inversión es;ima; tTMisformación que ,,çonserva 
los ánffulos Y además transforma los círculos en círculos, se tiene 

Vado un conjunto de círculos que pasan,'por un punto, al 
transformarlos por una inversión cuyo centro no sea el punto 

lán, se i ofeííé/ie'oírò 'conmnto de-cltculos' cuyos ̂ Centros re^ 
•.'.'.i,.(;l.:í^íWi'i''!•!•',!':< i·v/uií'.ií·vn·í'.·ÍÇíoWf .[!v>;;.iaí^0r;'|^vnK-f;>-!i:í';,i4í)¡iJ/i;iy' 
sultán del conjunto de los centros primitivos} por una prqyec-
t i v i d a d . • " ' '• . . • • . • • - ' • • - :• ; i i / ' ' : '. ,- -'•'.''•••'I 

6. Algunas consecuencias. — Supongamos un conjunto de 
curvas que pasan por un punto que supondremos el origen de 
coordenadas del plano Ç, T\. Siendo r el radio de curvatura 
de una curva general del conjunto, queremos hallar aquellító 
curvas para las cuales el radio de curvatura de la transformada 
por la transformación conforme (1.1) vale Xr, siendo X una 
constante dada. (Los radios de curvatura se sobrentiende que se 
consideran tomados en el origen y en su punto transformadp). 

Según (3.10) el cuadrado del radio de curvatura de la 
curva transformada vale 

y si debe ser 'é,^^ + -í\^^ — \^r^ = \^{'¿?-\-r\^) se deduce 

\ M Ç-L Rr. J- r/N— Vm2_Ln2 —O ÍR^\ 

l l 



im^imús\que sus. transfortnadas. tienen radio de btírmtwb in--• 
imiioi'.ison aquellas cuyo centro de curvatura se encuentra sobre 

, up;. conjunto simpleniíenfe'' in-¡|W';''p,¥JR9?É[*'™°S' en ; particular, . 
•H&^luffycuryás qué pasan por úh'§únto, 'que suponemos el ' ori-
8¡||pp(|̂ Qf)(íporid¡enadas 'del plano ^, i\. El ,Íügar geotmètríòo'dé los 
J|^í|tí'qs;de curvatura de estas curvas én el origen será upa cur-

xSifMjií'iPoT• nna transformación conforme cualquiera, la.curva 
]||iBjtí*̂  de los centros dp curvatura de las curvas., 
WMsfòrmaidas, 'será' una >ciu'va.'!Í^',stransforriiàdai. projectiva "dé? 
#l»JSlíijultuno teoíema • se pubde eiiunciar. entonces: .i; •: .i :! 
.^fM^^^ÁEH'iiúniero de puntos del infinito de L· curva K', lugar • 

''¿ige^fnétrico de los- ceritrqs de curvatura de las curvas transfór-
'•'*̂  ""•*, es igual al número de puntos de intersección de la curva 

,„̂  p # i c b n la recta A'^-{-B\\-\-H=^Ç). En consecuencia, dicho nú-
[̂  . j .j¿aípíe!/*o riuiíca puede superar al número máximo de puntos en que 

¡^ciirva K puede ser cortada por una recta. 
*v . 
Caso particular considerado por Ringleb. — El teorema 

te|E||pl^Íricipal del ho. 2 contiene como caso particular pl siguiente 
Í ï !&iS |prem^ F. R i n g l e b (3): 
¡^'j^^fpi).l{': ̂ Supongamos un haz de curvas que pasan por un punto P 
l|Sa!<Éjí)'|^)[¿^n en él la misma curvatura. Las curvas transformadas 
fÁMuMk este: haz por una transformación conforme tienen sus centros 
*. Smleijciirvatufa correspondientes al punto común P' sobre una có-
W/'MáM^ai;¡'•la .-cual, tiene P' como foco. 

Íw¿l^5í^'-'*''^ •^' I '™'"! '^ Ueber das Verhalten der Krümmung ébener Kurven hei 
'• "'^'• • ' "konformer Aibüdung, Jahresbericht der DeutseTien MíiHipinntikPT VoroirJfnnKT 
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K(;̂ itCiimfièbnDticiai ÍÍSdeíobntíò P, yit porVifetitQV i\ 
I <cu,rvíis transformada^\ eato-án^V 
ia proyef' ' - * *^ 

lo9 , o e n 1 r o ^ , ^ , ^ ^ f t | > p ? i l e las . c ^ m s ^ ^ 
soBi;« n^ídjc^r^g ^ ^ t | ? ^ t p r m a d ; a proyefctiva de una¿ çipcimíí^p 

"•. táRg«Í9\'^i'.a,.;\^|í(!éWf^ftí;^r^al.. del- >az,.cojti,;^! _ ĵe x , j , % n 4 o , ^ ; ^ 

orígéaes'J·dè^ céíòrderiadas'' de los plaaç^^ ¿r^peètiy^, v j , , V;\/r( "íA 

ini'l-.i -'oíí?¡;(n;(5?f;-. •)-;!ji .iii.iij.i '.•' •;.--. •.••••KKC '.I) "•!.'• r.-i ',i\\ íóinji: 

qiie seráíilavV^cuáción'íeni coordenadas polares/de lai*curvál»íñ/í• 
Introduciendo! ebiángulo: auxiliar• a^tal .que vA= — aseà'a,'B\,=Í¿V 
cosa, 'a^rpA^+ifi^»'la ecuación (7.1) se puede escribir" \ 

. • • • " ' • • / • < ; i \ M ' - > . \ i -

R = 
H 1 + ^ cos(9-—a) 

.•(7i'2)A 

H 

que pone de manifiesto que K' çs una cònica con .un\focQ,5¡^^}( 
el origen, que es el punto P', y excentricidad ar/H. ;. 

Para demostrar que P ' es un foco die la cónica K' se 
puede proceder también sintéticamente (*). En efecto, la pro-! 
yectividad (3.10) conserva los ángulos entre las direcciones de 
vértice P. Por tanto si la involución de rectas conjugadas de 
vértice P respecto die K es la involución rectangular, lo mismo 
ocurrirá con la involución de rectas conjugadas de vértice P' > 
respecto de K'. Como los focos de las cónicas están carac­
terizados por ser los únicos puntos del plano cuya involución 
de rectas conjugadas es la rectangular, se deduce, de manera 

4 
•ÍS 

I 
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, « i t t í | m i s m p I resultado I se-i llega ,obsBrvando^queilai(cómca de 
-e|Í5Íû '̂ i¿Ó)'̂ i('7̂ ^ o.i h ipérbola j í se^úh quéüèui 
•'''^MmÚ/Mii-'^ii^^ r"'.ií •'•. 7 ',.,',1 Jii •Kí·,!;j)fiií,u iriii 
é»#nmciaad-*=r- seatmenor , i g u a l ' o .mavor que uno.; , , . 

:'yW^<í^¡^.vK ^. •'•- •••[ .. ^. . í>|.o jí^ w;M.r>..(i 

• '^3mí¡<^:, ?XT79(^3) eos <)3, X2 = Q{XS) sen 9 , Xj = x, 

íH-î É'í̂ ') í^^ ' cuadrado del elemento de \ arco de la 
W|SCtóftP?5dX,''^-

' ''IMIÍH"'-. 
a M a ^ ' d ^ + da;/ + dx32, o! sea,- según ' (8.1),-

(8 .1) ' 

superficie vale-

ds2 = g2(Í±|ïdx32 + d(p2) (8.2) 

sw;/*',;Wm5plano x,y del 

% t ' .MÍ»Mèà\'éUpSe, parábola o hipérbola, 
^lp'»ï!'W!'í'pw·>™a.'función analítica de va 

acento la derivada. 
representación de la superficie sobre un 

por las ecuaciones 

dicho en .la. nota, (*), la^ condicione» para que la curva K' 
>la, cuando la,transformación conforme est& dada 
variable compleja «? = / ( « ) , equivalen respectiva-

I 

•m 

/ ' (2 ) |> ' -1 /" (0) | , | / ' ( 2 ) | = r | / " ( 0 ) | , i / ' ( 0 ) |< r | / " (0 ) ! 



es' Í H ^ ' ^ g{às). es dW/{a^b^ndè^ del ^untb,' péfe "hÚ'^U la 
dirétíción po^^él, por ta^to.^ea feÉVntoi^no'aellpito,ío;^to¿Urláh-í 
gulbs infiniteájlMales', por ikoÁv^ sus i im>porci¿iilialést seVán*áe-̂  
mejantes'ypor ogpjsiigui.^íite'lèòíi^í·iihí^'lo?'án^ósf'igfuàleb! Enel^ca-' 

so particular t de serdla superfibie i^/fesféi'a (g'('*s) <= l/R^—^s^), 
la representación (8 3)* es laí conocida proyecèión de Mercator 
de la esfera sobre el plano "> i ' 

La importancia' de la^ representación (8 3) es quet lóá me­
ridianos de la superficie, (pi=cte , vi^nenirepresentados por rec­
tas paralelas al eje y y los paralelo^, Xg^cte , por las rectas 
paralelas al eje x! \ 

Se llaman curvas loxodrómicas de unat^upérficií! de i re -
volucióu á iás 'ctúfWs qde^ córta^n'" à los^ r¿mdia¿Qs',l)ajo án-,. 
afulo! constante. Si 
biéñdóse losuiefia 
duce que en la j^presmtációa (8.3) tasvtox^ re­
presentan por rectas. , . ./, .!.(., • . 

Cualquier representación • conforme de la superficie (8.1) 
sobre un plano, puede oonsideíarseí como i obtenida mediante una 
nueva representación conforme de la . primera representación 
(8. 3) sobre otro plano. Por consiguiente, como las loxodrómi­
cas que pasan por un punto, en la representación (8.3), son rec­
tas y por tanto sus centros de curvatura están sobre una recta 
(la del infinito), aplicando el teorema fundamental del n°. 2, 
se tiene la propiedad: 

En cualquier representación conforme de una superficie de 
revolución sobre el plano, las loxodrómicas que pasan por un 
punto están representadas por curvas cuyos centros de curvatu­
ra correspondientes al mismo punto están sobre una recta. 

En particular, siendo la esfera una superficie de revolución, 
el teorema anterior es aplicable a cualquier mapa que represente 
la s esfera sobre el plano conservando los ángulos. 

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMÁTICA. 


