ALGUNOS VALORES MEDIOS SOBRE LA
SEMIESFERA

POR

L. A. SaNTALS

1. Introduccién. — Supongamos dada una semiesfera E de
radio unidad. Los problemas que nos proponemos resolver son ]
del tipo siguiente: . ;

Dados al azar dos puntos A y B sobre E gcuil es la dis- :
tancia media entre ellos? O bien: dados arbitrariamente tres
puntos A, B, C ¢cudl es el valor medlo del area del triangulo
que forman?

Estos problemas y otros analogos que veremos, se resuelven ¢
“en general mas simplemennte cuando se considera la esfera en- '
tera en lugar de la semiesfera. Ello es debido a que para el
-caso de la esfera entera existen ciertas relaciones de simetria
que facilitan la solucion del problema, que muchas veces pue-
de llevarse a-cabo sin calculo algumo (1). Sin embargo el caso
de la semiesfera parece mdis preciso y tiene su interés por el
hecho de que en él cada dos puntos determinan un solo segmen-
to y por tanto cada tres puntos un solo triangulo. Practica-
mente corresponde al caso de un observador que dirigiera visua-
les sobre la parte de esfera celeste que estd por encima de-su’
horizonte.

Para el célculo de valores medios convenimos en que ‘jpor
medida de un conjunto de puntos sobre E tomaremos el area
ordinaria del conjunto. Dado un punto A representaremos siem-

(*) Ver, por ejemplo, C. JOrDAN, Questions de probabilités, Bulletin de
la Societé Mathematique de France, vol. 1, 1873, y también E. CzuBER, Geo-
melrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte, Leipzig, 1884.
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pre por dA el elemento de irea sobre E correspondiente al mis-
mo. De manera que, por ejemplo, es

faa—n | a

E

Un circulo maximo -¢ estard determinado por su polo P,
'y como medida de un conjunto de circulos miximos tomare-
mos la medida del 4rea llenada por sus polos. Es decir, la den-
sidad para medir conjuntos de circulos maximos es igual a la
de sus polos, o sea, simbélicamente,

de=4dP, | (2)

Todo esto es bien conocido en la teoria de Probabilidades
Geométricas.. Conviene que recordemos ahora una férmula
importante. Sean A, B dos puntos sobre E y sea ¢ el circulo
maximo que ellos determinan. Para determinar A, B se puede
dar ¢ y luego los arcos o, que miden sus distancias a un pun-
to origen sobre c. Llamando do, df a los elementos de arco
sobre ¢, vale la formula

dA dB = sen (B — o) | dadB de. (3)

Esta formula hay que entenderla en el sentido de que la
integral de ambos miembros vale lo mismo para cualquier con-
junto de integracion; es decir, representa un cambio de va-
riables en una integral cuadruple. Esta férmula (3) es conocida
y va a ser fundamental en lo sucesivo (2).

2. Distancia media entre dos puntos de la semiesfera uni-
dad. — Sea primero el caso méas general de una figura conve-
xa K contenida en la semiesfera de radio unidad E. St A y B
son dos puntos de K y [ representa su distancia, para hallar la

IK_—_fldAdB' (4)

(®*) La demostracién de la férmula (3) puede verse en W. BLASCHKE,
Vorlesungen iiber Integralgeometrie, II, pig. 78, o bien, para una demostra-
“cién directa L. A. SANTALS, Una demostracién de la propiedad isoperimétrica
del circulo (Apéndice), Publicaciones del Instituto de Mateméiticas, vol. II,
n? 3, Rosario, 1940.
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distancia media entre los puntos de K deberemos calcular la
integral
; extendida a todos los pares de puntos A, B contenidos en K.
| Aplicando (8) y observando que es [=|B—a|, deberemos
i calcular

Pirases TR a syt

SRy

ff (B—a) sen(B—o.)..dB da:fi—4cosc—2cssend (5) ‘

S

siendo o la longitud de la cuerda .que el circulo - ‘maximo. ¢
(que pasa por A y B) determina en K. Para el cilculo de la
. ‘ integral (5) hemos podido prescindir del valor absoluto .del -
sen(B—a) que figura en (3), puesto que el producto (B—o)
sen(Bha) es siempre positivo (a y B comprendidos entre 0 y 7).
 Récordando ahora que-la medida de los circulos méximos I
que cortan a una figura convexa es 1gual a la longxtud de la
misma, resulta

R RN

G

Ry

- Ig=4L—2] (2cosc+osenc)dc (6)

donde la ultima integral estd.extendida a todos los circulos ma-
ximos que cortan a K y L representa la longitud del contor-
no de K.

Si K es toda la semlesfera E, es .siempre s== y como
L=2n y la medida total de ¢ es también 2n (segin (2) y
(1)), resulta

Ig=16m. | (7) l

Para obtener el valor medio de ! hay que dividir este va-
lor por f dA dB=4n2. Se tiene por tanto

La distancia media entre dos puntos de una semiesfera de
radio unidad vale

Z:4/7T. (8)

3. Valor medio del drea de un tridngulo sobre la semies- i
fera unidad. — Sean A, B, C los vértices de un tridngulo sobre I8
E. Queremos calcular la integral §
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Y S= f T dA dBdC (9)
f donde T es.el area del tridngulo ABC y la integral estd exten-
t dida, para cada punto A,B,C, a toda la semiesfera E. :

Llamando con la misma letra A,B,C a los 4angulos inte-
riores del triangulo, es T=A+B+C—= y por tanto, por )
simetria

$=38|CdAdBdC — (2r)3 . D) [

_ v g - ‘ : o
Recordemos ahora que dada una figura convexa K sobre i

E y llamando o al ingulo que forman las rectas de apoyo de !
la misma que. pasan por un punto exterior C, vale la férmu-
la integral o : !

f(}odc':nL‘_nF“ @)

siendo F el area y L la longitud del contorno de K y estando ‘ it
la integraciéon extendida a todo el exterior de K (3). Al apli-
k car esta formula al caso en que K se reduce a un segmento de
longitud ‘I deber4 ponerse L=2[, F=0. -. b

Aphcando este resultado y llamando ! al arco AB, la ex- )
presion (10) se escribe i

S=6n|ldAdB— (2n)3 . (12) |

Como la integral que aqui figura esti extendida a todo | i
E, su valor estid dado por (7) y por tanto tenemos -

S=8n2(12 —n?). (13)

Dividiendo por [ dA dBdC=(2x)?, resulta

(®) Ver L. A, SBANTALS, Integral Formulas in Crofton’s style on the sphe-
re, Duke Mathematical Journal, vol. 9, 1942, férmula (16).
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El valor medio del drea de un tridngulo dado por sus vér-
tices sobre la semiesfera unidad, ‘vale

R

=(12/r) —=. (14)

o B
A

4. Problema de Sylvester sobre la semiesfera. — El llama-
do problema de Sylvester en probabilidades geométricas es el
siguiente: Dados cuatro puntos arbitrariamente dentro de una
figura plana convexa, ¢cudl es la probabilidad de que ellos sean
los vértices de un cuadrilatero convexo? (%).

Las formulas anferiores nos permiten resolver inmediata-
mente este problema sobre la semiesfera. En efecto, si los pun-
tos son A, B, C, D, los casos én que el cuadrilitero. no es
convexo son aquellos en que D es interior al tridngulo ,ABC.

La medida de estos casos es f T.dAdBdC y esta dada por (13).

La medida total de casos es f dA dBdC dD = (2n). Por tanto:

Dados - al azar cuatro puntos sobre la semiesfera de radio
unidad, la probabilidad de que ellos sean vértices de un cuadri-
litero convezo vale

e R

P
CTETRERS

p=(3/2)— '(6/;:2) =0,89§0 e . (15)

5. Otros valores medios. —Si a, 'b, ¢ representan ahora
las longitudes de los lados del tridngulo ABC, la longitud me-
dia de este triangulo se obtendra calculando

f(a-i—b-{-c)dAdBdC:SfdA adB dC (16)

con las integraciones extendidas a toda la semiesfera E. La 1l-
tima integral es la (7) que vale 16n. Por tanto, sustituyendo

en (16) y dividiendo por / dA dB dC = (2r)3 resulta:
El valor medio del perimetro de un tridngulo dado arbi-
trariamente por sus vértices sobre la semiesfera unidad, vale

L=12/x. (17)

() Ver, por ejemplo, R. DELTHELL, Probabilités géométriques, Paris, 1926,
phg. 42.
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Como la medida de todos los circulos méximos vale 2n
el resultado anterior se puede enunciar:

Dados al azar tres puntos y un circulo mdximo sobre la se-
miesfera unidad, la probabilidad de que el circulo corte al tridn-
gulo determinado por los tres puntos, vale

p=6/n% (18)

Las formulas (14) y (17) pueden transformarse por duah-
dad, dando inmediatamente:

El valor medio del drea de un tridngulo formado por tres
circulos mdzimos dados arbitrariamente sobre la semiesfera uni-

dad, vale
T =2n —12/x. (19)
El valor medio del perimetro de un tridngulo formado por
tres circulos mdxzimos dados al azar sobne la semiesfera uni-

dad, vale

Lo =31 —12/n. (20)

Facultad de Ciencias Fisico-mateméticas.
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