
/, 
cP 

PROPORCIONALIDAD tj PROBABILIDAD 

Lu¿4 A, Saníató 

U-n Lüe./1/i ¿dad de, Bue.nOA AÍ/LCA' 

En los problemas clásicos,la proporcionalidad aparece como 

una relación exacta, en el sentido de que compara magnitudes bien determj. 

nadas y con medidas que se supone conocidas exactamente. Es la manera c£ 

rao opera la llamada "regla de tres" de la escuela elemental. Así, en el -

movimiento uniforme, el espacio recorrido durante un tiempo fijo, es pr_o -

porcional a la velocidad y,para una velocidad determinada,es proporci£ -

nal al tiempo. También, el precio de una determinada mercadería es propoi_ 

cional a la medida de la misma (longitud, si se trata de telas o alambres; 

peso,si se trata de azúcar o patatas;volumen,si de líquidos como vino o-

aceite). En las clases de nivel medio,conviene poner abundantes ejemplos 

de magnitudes proporcionales,como las que acabamos de mencionar,y otr 

de las que no lo son (espacio recorrido por un cuerpo que cae y el ti 

po transcurrido, crecimiento de una población y el tiempo transcurrido , 

etc.). En general,es muy conveniente hacer la representación gráfica de-

una magnitud -de su medida- en función de la otra,para ver si es o no 

una recta. 

La cosa es distinta cuando una de las magnitudes,o las dos,e¿-

tán determinadas por un procedimiento al azar. Un ejemplo típico es el -

siguiente. Supongamos un volumen V de un liquido que contiene ciertas -

partículas en suspensión (virus o bacterias, por ejemplo). Se toma, al 

azar,una pequeña porción de líquido(una muestra). Supongamos que sea de-
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volumen u, y se cuenta el número de partículas que contiene, sea n. Si /V 

es el número total de partículas,se acepta la proporcionalidad 

n. / u = H / V (1¡ 

es decir,la proporcionalidad entre los volúmenes y los números de partí̂ -

culas que contienen. Esto permite calcular el número total de partículas 

1/ , o el número de ellas por unidad de volumen. Así se procede,por ejem

plo,para medir el número de glóbulos rojos de la sangre,por centímetro -

cúbico,a partir de su número en una gota o en una muestra cualquiera ;c-

bien.el número de bacterias por unidad de volumen del agua de una laguna 

o de un río. Sin embargo,aunque se supone que las partículas están "uni

formemente" distribuidas en el volumen total V ,1o que equivale a postji-

lar la proporcionalidad mencionada,el número n no es exacto,sino que de

pende de la muestra elegida. Es decir,interviene el azar. Por tanto,la -

igualdad (1¡ no tiene el sentido de una igualdad usual,pues el segundo -

miembro es una constante bien determinada,mientras que el primero puede-

variar con la muestra de volumen u que se elija. 

La interpretación exacta de (1) es que,para cada volumen y,el-

número n es una variable aleatoria que depende de ¿j,la cual tendrá una -

cierta esperanza matemática Cín) , La ecuación (7) quiere decir que se -

cumple la igualdad 

Cín) = (ÍV/V)L, (2) 

o sea,poniendo (N/Vj = k. (constante), que se cumple 

¿(n) = ki> (3) 

Si n puede tomar un solo valor para cada u , será 

C(n} = n 

y la forma (í) es la de proporcionalidad en el sentido usual n = ku. 

Veamos de ordenar todo esto en una definición general. Sea JC -

una variable real (no aleatoria) que puede variar en un cierto dominio.-

Para cada valor de x. supongamos definida una variable aleatoria yíxj que 

puede tomar,con cierta probabilidad,determinados valores. Sea ííy) la es 

peranza matemática de y para cada K. Si se cumple 

£íyj = kx (i) _ 
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s iendo k una c o n s t a n t e , d i r e m o s que l a v a r i a b l e a l e a t o r i a y y l a v a r i a b l e 

no a l e a t o r i a •< son p r o p o r c i o n a l e s . S i pa ra un c i e r t o v a l o r < = <Í, l a v a r i ¿ 

b le a l e a t o r i a y puede tomar un so lo v a l o r i/ry/j, e n t o n c e s ¿(yf K, )^yf. y (i) 

nos d i c e que e l v a l o r de l a c o n s t a n t e k es e l c o c i e n t e yj./x.,.. 

Vamos a c o n s i d e r a r a lgunos ejemplos : 

Ljcinfito 1. 

Se desea calcular el número de peces /V de una laguna. Para 

ello,se pescan m peces,los cuales se marcan de cierta manera y se arr£ -

jan nuevamente, con vida, al agua. Después de transcurrido un cierto tieni-

po,para que todos los peces, marcados y no marcados, se hayan, mezclado, se-

pesca un lote de n peces,de los cuales resulta que hay m^ marcados. Con-

estos datos, ¿3ué puede decirse sobre el número buscado /V? 

El número de peces n de la muestra extraída corresponde a la -

variable K anterior,y el número m- de peces marcados corresponde a la v¿ 

riable aleatoria que hemos indicado por y-yfx¡. Queremos calcular L(m.), 

Si a cada pez de la muestra n asignamos la variable aleatoria y. {í=t,¿, 

.,.n),q\ie vale 1 si el pez está marcado y O si no lo está, será 

mj = y j * - y ^ f . . . * y ^ 

Puesto que la esperanza matemática de una suma es igual a la -

suma de las esperanzas matemáticas y Cfyj) es la probabilidad de que un-

pez esté-narcado, y por tanto vale Í!?//V, resulta 

¿íriyj = nm/^ 

Como ffi//V es una c o n s t a n t e , i n d e p e n d i e n t e de l a mues t r a , se cuní -

p i e (4) y, en c o n s e c u e n c i a , l a v a r i a b l e a l e a t o r i a /«-(número de peces marca 

dos de l a mues t ra ) y l a v a r i a b l e no a l e a t o r i a íi(número de peces de l a 

mues t ra ) son p r o p o r c i o n a l e s . 

Se s u e l e d e c i r que m^/m es un cAtímado/i de m//V y se e s c r i b e 

(m/N)" = m^/n CU 

Se trata de un estimador insesgado,puesto que su esperanza ma

temática ¿(m.)ln coincide con mlH. Esto permite estimar el número total-

de peces por la fórmula 

mnl m (6) 



(( Pa ra a c l a r a c i o n e s sobre e l método y abundante b i b l i o g r a f í a -

r e l a t i v a a e s t e e jemplo, se puede ver Azo/iln Pock,T. -Cu/i-io de. ñue.it/ie.o y-

AptLcacione.'i-lnitLiaio H acionat de. diadiói ¿ca-¿- ed¿cíin-ñad/tíd, 1 9 62 , 

p r i n c i p a l m e n t e l o s c a p í t u l o s 7 y 27. O t r o s d e t a l l e s e s t á n en e l l i b r o de 

U.Te.lle./i "An Iní/ioduciion. i o P/ioíaíiliiy and LÍO Appticaiion-i' , UO¿, 1-}.-

li¡iíe.y-Ne.iú yo/ik, 1950-pág, 37¡c^yie v i n c u l a e l problema con l a l l amada d i s t r j . 

bución h i p e r g e o m é t r i c a , cuya esperanza es l a ¿fm^} = mn/f/ mencionada. F¿-

tle/i c o n s i d e r a el e j e m p l o e n que m^lOOO , n:1000 y m-=700,con l o cua l r ¿ 

s u l t a //' =70.000}). 

Para comprobar e l método seguido en e l ejemplo l . p a r a e s t i m a r -

números g randes de o b j e t o s , s e puede hace r l a s i g u i e n t e e x p e r i e n c i a . Se -

toma un montón r e l a t i v a m e n t e grande de p a l i l l o s , f ó s f o r o s o g r a n o s cua

l e s q u i e r a . Se marca un número m de e l l o s . Se devuelven a l montón p r i m i t i 

y se mezclan todos b i e n . Luego ,se s a c a , . a l . a z a r , u n a mues t ra y se c u e n t a -

exac tamente cuán tos o b j e t o s l a forman;supongamos que sean n. S i e n t r e 

e l l o s hay m^ de l o s marcados , e l v a l o r es t imado de l número t o t a l // nos l o 

da l a fórmula Í6), Por e j e m p l o , s i mzSO- , n::60 y m̂  = 5 , es /V" ::960. 

¿jainp¿o 2 

En una población de iV habitantes se desea estimar el número de 

ellos que son fumadores. Se toma una muestra de n personas elegidas,para 

que se pueda suponer que están uniformemente repartidas en el total ti,en 

diferentes barrios,de diferentes edades,sexos y ocupaciones. Si el núme

ro de fumadores de la muestra es m^.las mismas consideraciones del ejem

plo anterior conducen a la proporcionalidad 

¿{m.j) = mn/N 

entre el número de fumadores M- y el número de individuos n de la mue¿ -

tra. Esto permite tomar como estimador insesgado del número buscado m a 

m' = n^iHln. (7) 

Este método es la base de las encuestas de opinión para prede

cir resultados electorales,realizar análisis de mercados o evaluar la a^ 

diencia de programas de televisión. 

Cjenipío 3 
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Dentro de un cuadrado de lado a se tiene una figura k cuya 

área T se quiere determinar. Para ello se toman m puntos al azar en Bi

cuadrado y supongamos que m^ de ellos hayan caído dentro de K. El caso-

de los puntos que caen en el contorno de H es de probabilidad nula y 

puede no ser tenido en cuenta. La probabilidad de que un punto dado al

azar en el cuadrado caiga dentro de /¿,es igual al cociente de las áreas 

(Tía ^,lo que equivale a admitir qus los puntos.-del .cuadrado son igual.-

mente probables y que han sido elegidos con probabilidad uniforme.Por.-

tanto,la probabilidad de que dentro de H hayan caído m^ puntos del t¿ -

tal de los m puntos elegidos,responde a la ley binomial con probabil¿ -

dad Tía , Luego la esperanza matemática de rij es ¿ím.) = (Tía )m. Es -

decir,(1!̂  y T son proporcionales, según la definición (4), Y,en consecuejj 

cia,se tiene para T el.estimador 

T' = mjo"- I (S) 

Para r e a l i z a r p r á c t i c a m e n t e e s t e ejemplo en l a c l a s e , l o que -

es muy i n s t r u c t i v o , c o n v i e n e que todos l o s alumnos d ispongan de una t& -

b l a de números a l a z a r de unos 500 d í g i t o s . Se puede tomar de a lgún tex 

t o de P r o b a b i l i d a d e s o de E s t a d í s t i c a ; por e j e m p l o , d e l l i b r o de S¿KIO -

/1lo.i,'ñ¿iodoi ¿¿iadi.iiicoA'-nc.gn.aui Hitt-Ne.u> yon.k, 1967-pag¿. ZZi y ¿26 . 

E x i s t e n muchos métodos para ob t ene r números a l a z a r , como l o s mencionados 

en Le..ó P/LOÍaí¿iíi¿¿ a í'ícoíe.,d& n.Qíayman y T. Va/íga-CCDlC, 1973 (pág. -

f5.S de. ía i/iaducci6n caAÍiLltana de. td.Te.ide..). También pueden tomarse -

de a lguna computadora que_ los s u m i n i s t r e . 

Es i m p o r t a n t e que l a s t a b l a s de cada alumno sean d i s t i n t a s , p ¿ 

r a e v i t a r a s í que se copien l"Os r e s u l t a d o s y, sobre t odo , porque a l tomar 

e l promedio l a aproximación o b t e n i d a s e r á mayor. 

Tomemos en tonces un cuadrado de 10 cm de l a d o , d e pape l milim^ 

t r a d o o de c u a d r i c u l a d o f i n o . Para tomar p u n t o s a l a z a r en e l cuadrado , 

sé toman c u a t e r n a s de números a l a z a r de l a t a b l a , d e manera s u c e s i v a . -

Por e j e m p l o , l a t a b l a de S i x t o Ríos comienza con l a s c u a t e r n a s 

¿Oi< , 5600 , HOÜ , 7^83 , 1104 

y l o s s u c e s i v o s puntos que se van tomando son l o s de coordenadas , en oejí-
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tímetros, Í2,0 : 3,4), , (i,6 : 0,0) , (í,i : 0,0) , f7,i : 8,3) , 

fi,7 ; 0,4) , ...y así sucesivamente hasta los HOO puntos (¿00 números -

de la tabla). De estos puntos,se cuentan los m^ que han caído dentro de 

la figura M y,según (8) (para a=10 cm , m=100) el número m^ será el área 
2 

estimada de A! en cm . 

Como comprobación del método se puede tomar una figura de área 

conocida y comprobar el resultado que,naturalmente,no será exacto pero , 

en general,dará una bastante buena aproximación. Tomando valores may£ -

res de m,se obtendría una mayor aproximación. Por ejemplo,tomando en el 

cuadrado de 10 cm de lado,un círculo de radio 3 cm,en cualquier posición 

con las primeras 100 cuaternas de números al azar de las tablas se obti_e 

nen 100 puntos,y el número de ellos que resultan interiores al círculo , 

casi seguro que no será muy diferente de .•¿S,que es el área del círculo-
2 

de radio 3 (en numero entero de cm ). Haciendo la experiencia tomando -

como centro dsl círculo el punto (6,6) y usando las tablas de Ríos,se o^ 

tiene m^^Z9 -con cierta duda acerca de dos o tres puntos del contorno -, 

resultado bastante aproximado, 

Lj&mpto i ,- d e,te./itn ¿nacían de. 77 pon. e.¿ azan. 

Teniendo en cuenta que el área del círculo de radio i es 9̂1 , 

del resultada anterior se deduce que un valor estimado de if es ISl%3,11. 

Tomando un número más grande de puntos dentro del cuadrado,el valor re

sultante sería más aproximado. 

El método se puede aplicar a cualquier figura H cuya área se -

exprese mediante'TT y, entonces ,1a fórmula (8) permite despejar esta con_s 

tante. Tomando,por ejemplo,el cuadrante de círculo de centro un vértice 

del cuadrado y radio igual al lado, un valor estimado de TT resulta ser -

TT* -4m... I flz. Ver, por ejemplo, el libro citado de Qtayman. y l'a/igía, págs. 

n')-ioi. 

El método de hallar ciertas constantes,y aun ciertas funci^ -

nes, utilizando una simulación por el azar, se denomina miiodo de. ñoniz -

Ca/ito y, sobre todo con la ayuda de una computadora que permita simular-

un número grande de experiencias,tiene muchas aplicaciones. 
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Ot/io^t e.Je.mpto¿, 

Hay e jemplos ,cuya fundamentación t e ó r i c a no es t an s i m p l e , p ^ -

ro que vamos a mencionar para e l l e c t o r i n t e r e s a d o en e s t a s c u e s t i o n e s , 

Pueden v e r s e , p o r e jemplo, en ¿a¿4 4, Santaíà-ln.te.g/iaí Qe.om.e.t/iy and Çe.ome. 

i/tia ?/io&.at¿¿¿iy-AddioOn (í}e.¿>¿e.y , Re.ading~ U, S . A, , 7 97 6~Cap. 8 , 

¿y. 5 

Supongamos el reticulado formado por rectángulos congruentes-

de lados a.¿ que ouïjren todo el planees decir, consideremos el plano dt-

vidldo en rectángulos por dos haces de rectas paralelas y perpendicula

res entre síja disancias respectivas ayí. 

Se lanza una curva de longitud L al azar sobre el plano y se-

cuenta el número de puntos de intersección-sea n-con las rectas del re

ticulado. La forma de la curva puede ser cualquiera e incluso puede ser 

un hilo deformable cuya forma sea variable en cada experiencia,mientras 

mantenga la longitud ¿, Se puede demostrar que el valor medio o esperari 

za matemática del número n vale 

£ín) = (̂'̂ 2 * l ¡ L-I T\hl (9) 

Según la definición (i) esto significa que la longitud ¿ es r-

proporcional a la variable aleatoria n, Y (9) nos dice que se puede to

rnar como estimador de n el valor 

n» = ¿(a t 1) L I val 

o bien calcular la longitud estimada de L por la fórmula 

L' = i\aln I Ka * í) 

Experimentalmente se puede calcular n" haciendo la experien -

cia un número grande de veces y tomando el valor medio del número de 

puntos de intersección de la curva con el reticulado de rectángulos. 

Considerando el caso a •* => , el reticulado se reduce al plano 

dividido por un haz de paralelas a distancia t y entonces es 

¿(n) = IL I -ni 

En particular,si la curva es un segmento de longitud £<&,el -

número i sólo puede tomar los valores 7 (5 O y,por tanto, ¿("n̂  es la pro

babilidad de que el segmento corte a alguna paralela. Es el resultado -
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clásico del llamado pAOÍte.ma de. la aguja,de. Bujt^on, También en este ca

so, como se menciona en muchos textos clásicos de Pr.cbabilidades, se puede 

calcular ir por el azar, tomando 

^^' = 2L / ÍC(n¡ 

y calculando experimentalmente Cfn) lanzando al azar el segmento o agu

ja repetidas veces sobre el haz de paralelas,y calculando el valor m¿ -

dio del número de veces que corta a alguna paralela. 

En términos de la teoría de juegos de azar,podemos considerar 

el de lanzar al azar una curva de longitud L y forma cualquiera sobre -

el reticulado de rectángulos de lados a,í y convenir que el jugador co

brará como premio tantas unidades monetarias como puntos de interse^ 

oión n de la curva con el reticulado. Para que el juego sea equitativo, 

el valor de la puesta debe ser igual al valor medio Cín) dado por (9),-

Sí se cobra más,el juego es favorable a la banca;si menos,lo es al jug¿ 

dor. 

Por ejemplo,si el reticulado está formado por cuadrados de la 

do unidad,la puesta debe valer 

¿(n) = 4LTt 

cualquiera que sea la forma de la curva. 

En el caso de Buf.-(.on. del reticulado de rectas paralelas a di^ 

tancia i. ,1a puesta debe valer 

Un) ^ ZL / Tií 

¿j.6 

Supongamos el plano cuadriculado por cuadrados de lado a, Se-

lanza al azar sobre el mismo una aguja de longitud L-i a (para que sólo-

pueda cortar al reticulado en 2 puntos a lo sumo). Se desea saber las -

probabilidades P • de que la aguja corte al reticulado exactamente en i 

puntos ( ¿-0,1,2). Se puede demostrar que estas posibilidades valen,re^ 

pectivaraente 

P^ ^ 1 - ¡tL I zia f (J- I Tía^) 

P.J = ÍL / -na - IL^ I wa^ 

P^ - L^ I irâ  
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Es i n s t r u c t i v o hacer l a comprobación e x p e r i m e n t a l de e s t o s r¿ 

s u l t a d o s . El v a l o r medio de l número de puntos de i n t e r s e c c i ó n s e r á , d e -

acuerdo con Í9), 

C(n) = O.P(j f I.P^ * Z.P^ = ÍL / -na 

Como juego de azar,los resultados anteriores pueden interpr^ 

tarse de distintas maneras,a saber: 

a) Si el jugador recibe un premio P cada vez que la aguja 

lanzada tenga con el reticulado i puntos de intersección,para cada v¿ -

lor de i fijado de antemano C¿ = 0,7,¿),la puesta debe valer PP .* 

b) Si el jugador recibe de premio tantas unidades como pun -

tos de intersección logre,el valor de la puesta debe ser ¿(n) = 4L I T\a, 

que hemos visto es el mismo cualquiera que sea la longitud £ y la forma 

de la curva lanzada. 

Bue-no^ Ain.e.A , nayo de. 7988 


