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ON THE KINEMATIC FORMULA IN SPACES
OF CONSTANT CURVATURE

Luis A. SANTALG

Let Q,, Q, be two compact orientable hypersurfaces imbedded in a space
i of constant curvature K of # (= 2) dimensions. Let M ﬁ"‘) (f=0,1,...,n—1)
be the integrated mean curvatures of Q, (« =1,2), i.e. if S!* are the i-th
' elementary symmetric functions of the » — 1 principal curvatures of Q,, we

denote
M = (”_, ]')_1 j S®id,
) 04

where dA_ is the element of area of Q,. Let @, be fixcd and @, be moving, and
let dQ, be the kinematic density of Q;. Let x,, 2(Qo N Q1) be the Euler-Poincaré
characteristic of @, and Q, N Q, respectively (=1 if they are topological
spheres). Then, the kinematic formula (the “principal formula” of the integral
geometry) in spaces of constant curvature K is the following:
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where Vo V, are the volumes bounded by Q. @, and
0y = 22 IRIT((i 4+ 1)/2), €0 = 3(1 + (— 1))

. == ( n—1 )(23 + 811.) 0n+s—2t—s..+1 K (n—2t-1—en)i2
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The integration is extended over all positions of Q,. For K = 0 this
formula gives that of Blaschke-Chern (Am. J. Math. 74, 227—236, 1952).

The formula contains a great deal of particular cases:

a. If Q, is a geodesic hypersphere of radius g, we have MM = 0,,_, K#+1-"
sin®~1~t v/Kp cos! VKp and the formula gives, after division by 0,0, . .. 0,_;,
the volume of the parallel body to Q, at distance p (generalized Stainer’s

formula).

b. If K = 1, to the body bounded by Q, corresponds the ‘“‘dual”” body
Qg bounded by the hypersurface parallel to Q, at distance 7/2. The volume of
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c. If Q, degenerates in a linear variety of dimension r (> 0), if we denote
by dL, the density for such linear spaces, the formula gives
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where the integral is extended over all L, of the space.
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PROJEKTIV-GEOMETRISCHE SATZE UBER LINEARE
PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 2. ORDNUNG

RoBERT M. F. SAUER

Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, welche die ge-
suchte Funktion /(x, y) nicht explizit enthalt («f,,+28f,,+y/,,+0l+of,=0)
lasst sich stets auf die Normalform Lif] = af e + 2bf,, + cf,, = 0 brin-
gen. Fir die Losungen f(x, y) dieser Differentialgleichung L[f] = 0 mit
fealuw— ffw % 0 und die durch Legendre-Transformation (&= f, 7 =/,
e, n)=2+yn—/} x=g¢, y=¢,) zugeordneten Ldsungen der quasi-
linearen Differentialgleichung A[g] = ap,, — 2bp, + cp,e = 0 gelten folgen-
de geometrische Sitze:

1) Die Flichen f und ¢ sind dual-projektiv aufeinander bezogen. Ihre
Punkte und Tangentialebenen entsprechen sich im Polarsystem des Paraboloids
2f = x® 4 92 Infolgedessen bildet sich jedes konjugierte Kurvennetz und jede
Asymptotenlinie der einen Fliche wieder in ein konjugiertes Kurvennetz und
eine Asymptotenlinie der anderen Fliche ab.

2) Die Grundrisse entsprechender konjugierter Kurvennetze der Flichen
f und ¢ sind reziprok-orthogonale Netze in den Ebenen f = 0 und ¢ = 0. Die
Grundrisse der Asymptotenliniennetze sind gegenliufig-orthogonale Netze.

3) Im hyperbolischen Bereich ac — b2 < 0 sind die Integralflichen f der
Differentialgleichung L[f] = 0 diejenigen Flichen, fiir welche das Charak-
teristikennetz ady? — 2bdydx + cdx? = 0 der x,y-Ebene Grundriss eines
konjugierten Kurvennetzes ist.




