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1. INTRODUCCIÓN 

En 1949 Godel [4] introdujo un nuevo tipo de universo relativista 
con características especiales, en particular la de presentar una rota­
ción de la materia, lo que podría contribuir a explicar la forma en 
espiral de muchas nebulosas. Más propiedades de su universo fueron 
dadas poco después por el mismo Godel [5] y relacionado con el 
mismo puede verse también el trabajo posterior de J. P. Wright [8], 

El universo de Godel es un espacio de Ríemann cuyo elemento de 
arco puede escribirse en la forma 

1 
(1.1) d í« = (á í„ + í í , d í^)» _ rf ¿ij _ — e-2í^di\-d i \ 

el cual puede comprobarse que satisface a las ecuaciones de la gra­
vitación de Einstein con término cosmológico y densidad de materia 
constante. 

En 1960, Synge, en su libro sobre la Relatividad General [7], es­
tudia espacios de Riemann un poco más generales, definidos por un 
elemento de arco de la forma 

0-2) ds'=g^,dx^dx^ + g^^dx^dx„ 

donde los índices griegos y los latinos maytisculos van sumados, res­
pectivamente, para los valores 

(1.8) a, / í ,y. ... = 1 , 2 , A, B,C, ... = 8 , 4 . 
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Aunque en un principio Synge supuso que las gut podían ser fun­
ciones de x„ A\, para que los cálculos resulten practicables, hace en 
ítfifuida las siguientes hipótesis: 

HIPÓTESIS a).—Las g u son solamente funciones de x<. 

HIPÓTESIS b).—f.as gAn son constantes. 

Estas hipótesis y las c), d) que veremos más adelante conducen 
n suponer que la primera forma cuadrática de (1.2j tiene signatura O 
y por tanto, para que (1.2) tenga signatura hiperbólica se puede 
tomar 

Las componentes no nulas del tensor fundamental contravariante 
resultan ser 

(1.5) ^.1 = S - , ^iJ = i i 

f" = - ^ í - , í-" = - 1, ^« = - 1 

siendo 

Llamaremos a los espacios cuyo elemento de arco es de la for­
ma (1.2) con las hipótesis <j), b) anteriores, universos de Godel-Synge. 
Rl caso de Godel corresponde al tensor 

a.7) í . . 

que da lugar a la forma (1.1) con sólo poner 
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S. Chandrasekhar y J. P. Wright [2] en lí)61 encontraron que 
las ecuaciones de las geodésicas del universo de Godel pueden ser 
integradas por cuadraturas, dando la forma explícita de sus ecuacio­
nes paramétricas en función del arco. 

Nuestro objeto es hacer un estudio análogo para las ecuaciones 
de las geodésicas del universo de Godel-Synge. Veremos que para 
poder integrar las ecuaciones de dichas geodésicas hay que imponer 
a las gtf sucesivas hipótesis c), d) que reducen el universo al tipo 

(Í.8) ds* = d x^^+2)i d x^dx^+ - h' dx^^ — dx'^ — d . 

o sea 

1 
(1.9) d í' = (¿ jTj + A d x^·'· — — h^d :r>j — d x'^ — d x'^ 

siendo A = h{x^ una función de x^^. Esta forma (1.8) o (1.9) es 
muy parecida a la de Godel (la cual corresponde a h = e''), de ma­
nera que las sucesivas hipótesis o), b), c), d) hechas de manera na­
tural para poder hacer manejables los cálculos necesarios, pueden 
considerarse como una justificación del elemento de arco de Godel, 
a primera vista bastante artificial. 

Daremos también (núm. 3) algunas propiedades de estos univer­
sos de Godel-Synge, en particular su sumersión en el espacio pseudo-
eudidiano de 10 dimensiones y signatura (5,5), de la cual se deduce 
inmediatamente la existencia de curvas de tiempo cerradas y, por 
tanto, que son universos no causales. 

Finalmente, aplicaremos los resultados al caso particular de Go­
del, encontrando de nuevo los resultados conocidos de Chandrasekhar-
Wright [2]. 

2. GEODÉSICAS DE LOS UNIVERSOS DE GODEL-SYNGE 

Indicando con las notaciones usuales los símbolos de Christoffel 
de segunda especie y con una coma las derivadas parciales ordina-
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TÍas, se encuentra fácilmente que para el elemento de arco de Godel-
Synge con las hipótesis a), b) anteriores, los únicos símbolos no 
nulos son 

<'•'' L \ \ = T ''*.<• !a '4Í = T ^ - - ^ " 

•con a, p, Y = 1. 2. 

Las ecuaciones de las geodésicas se escriben entonces (indicando 
por un punto la derivada respecto del arco s) 

<2.2) « , + ^ . r . 4 ^ " · ' . «4 = 0 

<2-3) «j + ^ . T . * ^ ' " " . " * = 0 

<2.4) ¿, = O 

I 
<2.6) ¿ + _ ^ ^ ^ ^ « ^ „ ^ = 0 

<Ionde hemos puesto 

<2.e) «. = 
rfjr, dx^ 

ds '• ds 

y por tanto se cumple 

<2.7) í . , « , «3 + g^^ u^ u„ = 1. 

AI llegar aquí, para poder tratar este sistema de ecuaciones, eli­
minando K, entre (2.3) y (2.5), parece obligado hacer la nueva hi­
pótesis : 

HIPÓTESIS C).—g,, es constante, o sea, 

(2.8) ^ „ . , = 0 -
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Con esto, el sistema de ecuaciones de las geodésicas se escribe: 

<2.9) ¿, + í „ , ^ í " «, u^ + í „ , , í " «, ". + g„,, «" «a «4 = " 

•(2.10) ¿, + ¿ j , , , « " «j «̂  + í „ , , g" «, «« + g„,^ ¿ " »,««=<> 

<2.U) «, = O 

1 
(2.12) u^ + g^^^u^u,+ ~ g„ , «, «a = O 

De estas ecuaciones resulta que las curvas en que varía única­
mente una de las coordenadas jr,, x^, x^ son geodésicas, de acuerdo 
•con un teorema de Eisenhart aplicado al elemento de arco de Gódel-
Synge [3, pág. 58]. 

Consideremos primero las geodésicas con x^ = constante, o sea 
u^ = 0. Para ellas la ecuación (2.12) nos dice que si las funciones 
îj,4> Sn,* "O son idénticamente nulas, debe ser también u, == O, 

o sea, *•, = constante. Las geodésicas son entonces las curvas 
jr̂  = const., Xt = const., x, = Oj í + fr,, JT, = o, Í + t,, con a,, b,, 
Oj, ¿», constantes de integración. 

Dejando este caso de lado, podemos suponer que x, es variable 
a lo largo de las geodésicas y será cómodo expresar las ecuaciones 
•de las mismas en función de esta variable como parámetro. 

Suponiendo, por tanto, u^ 7^0, «j 5^ O, con el objeto de elimi­
nar M,, multiplicamos (2.10) por (1/.?'*) Wj y (2.12) por u^ y resta­
mos, quedando 

<2.18) ¿^u^- — ^ « > , - j g^^^ —^ + — g^^^ ) ««,-, =0. 

El primer miembro de esta expresión, salvo el factor 2, es la de­
rivada respecto de s de la expresión 

1 
„2 „S 

g" ' 

puesto que (siendo ^,, constante) es 

ds \ g" j ds \ í „ ) ;e„ ^«"««,4 ^s,,g,,,,)u^ 
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O bien, siendo g^Wg" = — gi,/gu> 

7(7r) = (̂ "- + '>^.a..)v 
rf / 1 

d 

En consecuencia, la integral de (2.13) da la relación 

(2.14) „i 1,1 _ Bs = constante. 

Habiendo supuesto ^,, constante, por un cambio de coordenadas 
se puede suponer igual a la unidad, o sea, g^ = 1. Por comodidad^ 
conviene cambiar la notación y vamos a poner 

(2.16) . = / ^ * 1 . . . - / */^ - * / ^ i A = f - *». 

Con esta nueva notación las ecuaciones (2.14) y (2.7) se escriben 

(2.16) 

(2.17) 

« \ - ( í - *•) ••% - B» 

«», + 2 A «j « , + í ll«j — U*^ — U\ m 1. 

Tenemos, además, integrando (2.11) 

(2.18) N̂  . C X constante, jr̂  » C * + f,. 

La ecuación (2.17), teniendo en cuenta (2.16) y (2.18), se puede 
escribir 

(2.19) («, + A u^» - 1 + B« + C»= — D» 
' * 2 

donde la nueva constante D la introducimos para seguir la notación 
de Chandrasekhar-Wright en [2] . De (2.19) se deduce que 

(2.20) D» — B» > O 

'̂ ^ 
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relación que va a ser útil más adelante. 

De (2.19) y (2.16) .se deduce 

D D I u^ — B^ vi „2 _ B2 ^1/J 

(2.21) 

Indicando con un acento la derivada respecto de .r^, la ecua­
ción (2.12) se escribe 

(2.22) ¿̂  + /.' 14, «j + — g ' u \ = o 

o sea, según (2.21) 

(2.28) ", + * ' ( - ; ; ^ - * s ) " , + - ^ « ' « % = 0 

y aplicando (2.16) 

D / B» —M» vi/> / I \ ií»̂  —B* 
(2.24) L· + ,*' —=- ( *— + \ -:r S'-hh'\ —í—r-

« ' V2 \ h^-g I \ 2 I g~h* 
O. 

Poniendo 

(2.2S) **« =* B ̂ '" ^ 

queda 

A' D B hh'~ g'/2 
B co» í í = — -^=- CO.S 6 + B» eos* » 

</2 (hi — gy/2 h* — g 

de donde 

[ V D A A' — g'/2 -I 

—7=77: —7 • B eos í 
^/2^h*-gy/* h*-g J 
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Para poder integrar esta expresión de manera fácil, hacemos la 
última hipótesis siguiente: 

1 
HIPÓTESIS d).—Se cumple la condición g = — h*. 

¿a 

Con esto, el elemento de arco del universo toma la forma (J.8) 
o (1.9). La relación (2.26) se escribe 

w d k 
<2.27) i ^ (D — B eos í) = — (D — B cot 0) h huds 

de donde 

<2.28) 

y por tanto 

<2.29) 

D — B eos í d h 

B sen 9 h 

K 
D — B eos 9 - — 

siendo K una nueva constante de integración. 
De (2.25) se deduce entonces 

(2.80) ŵ - y B«_ |D-^J* 

y por tanto 

(í.«l) I ix^ 

I /^ - Í -T ) ' 
Obsérvese que B, D, K son constantes y A = A (x^ es la fun-
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• ción que define el elemento de arco (1.8) o (1.9). La constante K 
depende de M« (0), pues según (2.29) es 

.(2.82) K = A (0) ( D - v/ B' - u\ (0) ) 

Para hallar x^ aplicamos (2.21), que según la hipótesis d) se 
escribe 

.(2.88) " . ° - 7 r - v ^ 2 A ( ^, [ = - ^ ( D - 2 B c o . í ) 

y según (2.29) 

1 / 2 K . 
.(2.84) „ , = _ _ _ ( _ _ _ o | 

y por tanto, aplicando (2.31) 

" ' , 

<"« 

de donde 

«"> 
ds 

<^*. 

ds -"» 

d t 

dx 

2K 

•(2 8B) 

Para x^, según (2.16) y la hipótesis d), tenemos 

1 2 
.(2.86) « . , = -^_^ { B . - « ^ ^ ) = — - ( B » - - V 

de donde 

V"? ^^2 . K V 
<(2.87) Hj = B eos í « ( D | 
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De aquí, siendo M, = d xjd s = (d xji x^ {d xjd s), aplicando> 
(2.31) resulta 

(2.88) Ĵ , = V T f -~ _-T' ' ^n ^'.. 

o h 

Finalmente, para x^, de (2.18) y (2.31) se deduce 

(2.89) :r = C / i/;.-(l-f)" 
Hemos obtenido así jr,, .»•„ jr, como funciones de x^. Se supone-

que para .r̂  = O, es jr, (0) = j - , (0) = x^ (0) = 0. Si se quieren, como-
hacen Chandrasekhar-Wright [2], las ecuaciones de las geodésicas 
en la forma Xi = x, (s) (í = 1, 2, 3, 4) debemos integrar primero 
(2.31) para tener x^ = x^ (s) y luego sustituir en las expresiones-
anteriores. 

Geodésicas de longitud nula.—Suponiendo que x^ no es constan­
te y que puede tomarse como parámetro, la condición para que la 
curva Xi = x, (x^) (i = 1, 2, 8) sea geodésica de longitud nula es 
que sea 

(2.40) x/* + 2 * T'l * ' j + A» jr,'» — x^'* — 1 - O 

donde los acentos indican derivadas respecto de x^. 
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.35), (2.38), (2.39), la ecua­

ción (2.40) conduce a la condición 

(2.41) B» — C» = 0. 

Esta es la condición que deben cumplir las constantes de inte-
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gración que figuran en (2.31), (2.35), (2.38) y (2.39) para que ellas 
representen geodésicas de longitud nula. Obsérvese que para esto 
basta sustituir en (2.39) la constante C por su valor deducido de 
(2.41). Para el caso del universo de Godel, estas geodésicas de lon­
gitud nula han sido estudiadas por M. Abdiel-Megied y G. Daut-
court [1]. 

3. LA SUMERSIÓN DEL UNIVERSO DE CIODEI.-SVNGE EN UN ESPACIO 
PSEUDOEUCLIDIANO 

El elemento de arco 

I 
(8.1) (/j» = (¿ jr, + fc <i jr,)« — h^dx\ — dxi,—dx* 

1 2 3 3 4 

puede sumergirse en el espacio pseudoeuclidiano de 10 dimensiones 
con la métrica 

» 10 

(8.2) ds*~'^dM\- ^dM», 

mediante las fórmulas 

1 1 

1 1 
«̂  = /̂ 2 * eos Y ( ' . + ' i ) ' ' , = >̂  2 * len — (4-, + * , ) , 

«(88) 
1 

#, - V' 2 * coí — (jr, — * , ) , »,^ = v/ 2 * sen — (jr, — jr,) 

Para el universo de Godel {h = exp (x^)) esta sumersión se en-
<uentra en P. Rosen [6]. 

Observemos que las curvas en que varía tínicamente jr„ según 
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(3.3), son curvas cerradas, y según (3.1) son curvas de tiempo (o-
sea, d J ' > 0). Por tanto: en el universo (3.1), en particular, en el' 
universo de Gódel, las curvas en que varía únicamente x , son curvas 
de tiempo cerradas. Se trata, por tanto, de un universo no causal. 

Según un criterio de Eisenhart [3, pág. 58) puesto que el coefi­
ciente de rf .r% en (3.1) no es constante, estas curvas cerradas en 
que varia únicamente x^ no son todas geodésicas. Para ver si algu­
na de ellas puede serlo, veamos de satisfacer a las ecuaciones (2.9), 
.... (2.12) para .r, = cte., x, == cte., x, = cte., o sea, para M, = 
= «, = «^ = 0. Las ecuaciones (2.9) y (2.11) se satisfacen idéntica­
mente; la ecuación (2.10) nos dice que Xj = a s + b y \ñ última 
(2.12) da la condición ^ , j ., = O, o sea, h h' = 0. Si esta condición 
no se cumple, como en el caso de Godel, no existen curvas en las­
que varíe únicamente .r, y que sean geodésicas. 

4. LAS GEODÉSICAS DEL UNIVERSO DE GODEL 

Vamos a aplicar los resultados anteriores al caso del universo de 
Godel, para ver cómo ellos contienen a los resultados de Chandra-
sekhar-Wright [2]. 

Para el universo de Godel es 

(4.1) h = f, 

y con este valor de h debemos calcular las integrales (2.31), (2.35),. 
(2.38) y (2.39). Poniendo 

1 dy 
(4-2) y = = » - * , , dx^ = 

h y 

y suponiendo que para jr̂  = O es Í = O (2.31) se escribe 

_ Ç dy_ 
" J y ^ — K» jr> + 2 D : (4.8) . . „ 
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Siendo B ' — D» < O (según (2.20)) y A = — 4 K » B » < 0 esta, 
integral vale 

1 D K y + B» —D» 
(4.4) í " — - are sen + 
^ ' ^ D» - B« K B y 

1 D K + B» — D> 
4- — —r- are sen 
^ V" D» — B» K B 

Introduciendo el nuevo parámetro <t por la ecuación 

1 D K + B» — D> 1 / w \ 
(4.6) s — • are sen = — = —_-- ( 2 <r + — k 
^'"' ^ Dt _ B> K B v' D» — B« \ 2 / 

de (4.4) se deduce 

D K y + B« —D» 
(4.6) eos 2 <r = — 

KB y 

de donde 

D» — B» (D* — B») (X + tan» a) 
(4.7) 

K (D + B eos 2 <r) K (D + B + (D — B) tan' <r) 

que se puede escribir 

D — B 1 + tan» <r 

^*-^'^ ^ " K ^ 1 + . tan' a-

donde hemos puesto 

D —B 
(4.9') a = . 
^ ' D + B 

Según (4.1) y (4.2) la expresión (4.8) se puede escribir 

1 + a tan' o- K 

(*-^«> '* = '°^ l^tan'. ^ '°^ - ¿ - T 
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I>a constante K depende de «« (0) según (2.32). Chandrasekhar-
Wright [2] se limitan al caso u^ (0) = 0, o sea, a geodésicas nor­
males a las curvas x^ (en el origen). En este caso es K = D — B y 
•desaparece en (4.10) la constante aditiva. Obsérvese, además, que 
el origen *•« = O no corresponde a « = 0; ello ocurre únicamente, 
según (4.5), si D K + B» — D» = — K B, o sea, K = D — B y, 
por tanto, si «̂  (0) = 0. 

Vamos a calcular ahora jr,. La integral (2.35) se escribe en este 
<aso 

/

Kdy D 

• — K» y» + 2 D K jf + B« — D» v̂  

s 
2 

1 D — K v 1 D — K l D 
</ 2K I 4- are sen — — are sen > — -—-- ^ 

* K B K B ( v'2 

o bien, según (4.8) y (4.9) 

' 'l • 

D 

v'T 

D 

•/'i 

^ -1 D c o s 2 c r + B D — K 

^ . + v'2jarc5e. . ^ ^ g ^„, 3 ^ - . ™ 3 

_ D —K 

B 

_ D —K 

6 

~ 

_ B + D eos 2 o-

v̂  D» — B» sen 2 o-

B + D + (B — D) tan» a-

2 v' D' — B« tan o-

O sea, 

— D D—K 1 — a tan» . 
<4.18) X, m —ĵ r— j — v/' 2 are sen + v' 2 are tan = 

' v' 2 B 2 v/ o tan o-

Para el caso K = D — B, que es el caso considerado por Chan-
drasekhar-Wright, según (4.5) es Í = 2 <i/ \/ D* — B» y por tanto 

v'"2D X _ 1 —atan»<r 
<4.14) jr, = — — = = = - <r — • 2 — + v' 2 are tan = = 

• v' D» — B» 2 2 • a tan <r 

v/"2D _ _ 
<r — 2 v' 2 are tan (V « tan o-) 

^ D» — b» 
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puesto que 

2 V « tan w 
are tan = 2 are tan ( ^ a tan <r). 

1 — a tan» o-

Para el cálculo de jr, tenemos 

^ ' » J A ^ B« — (D — K/A)« * 
o 

_ / ( D - K > r ) < í y 

/ v' — K y» + 2 D K j + B» — D» 

^~2 V"2 
^ _ K » y ' + 2 D K y + B» — D S + - - v̂  — K» + 2 D K + B> — D« 

K K. 

y por tanto, siendo, según (2.1'.')) y (2.29) 

«^ = B sen e = B v' 1 — B-» (D —"Kji)>" 

resulta 

siendo c, una constante. 
Pero 

d X d (T d l 1 + a tan» o- \ <i o-
«.(y) 

d i 

d / 1 + a tan» (T \ rf o-

'^ d <r \ °^ \ + tan» (T j d í 

(a — 1) tan <r 
_ ^ D j _ B a 
1 + 01 tan' <r 

de donde 

l / T (a —l)tan<r 

^ ' K 1 + a tan» n- » 
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Si se supone, como hacen Chandrasekiiar-W'riglit [2], u< (0) = O, 
e s K = D — B, a — 1 = — 2 B/(D + B) y por tanto 

2 V 2 B tan ,r 
(4.18) .1- = — + f 

= v/ D ' — R-' 1 + a tan ' .r 

de acuerdo con estos autores. 

Finalmente, para jr,, segiín (2.H!)) y (4..")] se tiene 

(4.19) j , ~~ "» 
2C 

-^ + '•, 
^ D» — B» 

r». E L fNIVERSO PE ("i(')I)EL EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 

Godel [1] ha obtenido algunas de las propiedades de su universo 
escribiendo el elemento de arco en coordenadas cilindricas r, é, t, .c, 
relacionadas con las .r,, x.,. x„ .r̂  por las ecuaciones 

c*t = cosli r + senil 2 r eos A 

.1- e't = v' 2 senil 2 r sen (j) 

(j, + — ^ (.r, — 2 0 = 2 are tan (<•= ' tan (,j,/2)) 

' , = 2 * 

Segiín Godel [1], mediante r,^,t,c el elemento de arco (1.1) 
toma la forma 

(6.1) d í« = 4 (¿ <> — d r» — <i «> + (senh* r — senh' r) d ,j>> + 2 v^Tsenh» r d <j, d «)• 

Para ver nuevamente si existen curvas de tiempo cerradas, que 
no son las mismas encontradas anteriormente, observemos que el 
elemento de arco (5.1) puede sumergirse en el espacio pseudoeucli-
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dano de 10 dimensiones cuyo elemento de aro arco tiene la forma 
(3.2) mediante las funciones (S;I1VÜ el factor 4, que no es esencial), 

- , = '• -2 = / o s (j), .2, -= / sen (j). 

_ 1 
r̂  ^ (2 v' '-)"'•' senil r tos -^- (¡j) + t). 

(0.2) 

I 
r . ^̂  (1! v̂  2) ' /2 senil r sen - - ((}, + t). 

: = i. : = r. : = s, 

1 
r^ = (2 ^/T)^/2 senh r eos ^- (.j, — t). 

1 
r , ^ = (2 / ? ) > / » senh » sen - _ - ((j)— 0 . 

siendo /" = senh* r — senli^ r. 
Las curvas en que varía únicamente <j) son evidentemente curvas 

cerradas, pues las ::¡ son funciones periódicas respecto de <)). Además, 
S' el valor constante de r cumple la condición 

(6.3) s e n h f > l , 

son curvas de tiempo y si cumplen senh r = 1 son curvas de longi­
tud nula. Por tanto, en el universo de Godel, con el elemento de 
arco expresado en la forma (5.1), las curvas en que únicamente va­
ría <̂  y cumplen la condición (5.3) son curvas de tiempo cerradas de 
longitud 2 -n senh r (senh* r — I)*'". 

Según el criterio de Eisenhart [3, pág. 58], las curvas en que 
varían únicamente t, r o s son curvas geodésicas. Las curvas en 
que varía únicamente <t> no son todas geodésicas, pero puede haber 
alguna que lo sea. Para encontrarlas vamos a proceder directamen­
te. Poniendo 

(5.4) í, = r. í , = í. í , = *, í , - , f 

las componentes no nulas del tensor g,i correspondiente al elemento 
de arco (5.1) son 

^ n = - !• « « = !• .̂ «4 = V 2"s«nM r. ¿ , , = _ 1 

g = senh* r — «enh» r 
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y las componentes contravariantes no nulas son 

¿ni = _ 1, g2i = (1 — senh2 r)/cosh2 r, g^* = ^/'2 / cosh» r 

.̂1.1 = — J, ¿r44 = _ (senil' r cosh ' r ) - ' . 

Para que la curva en que sólo varia <̂  sea geodésica, debe ser 

(2 senh' r — senli r) cosli r = O 
4 4 ' 

y por tanto 

1 
(6.5) senh r = — = -

v/ 2 

Al variar <)), con este valor de r, se tiene una curva geodésica 
cerrada, la cual, sin embargo, no es curva de tiemfK), puesto que 
para ella es d s* <. 0. 

Podemos buscar ahora las geodésicas contenidas en la superficie 
f = const., s = const. en que solamente varían $j = t, l^ = <j>. Al 
escribir las ecuaciones de las geodésicas bajo estas condiciones re­
sulta como única ecuación no idéntica 

1 • 1 • • 1 
2 2 4 2 ( ^ 4 4 • t · · l · 

= O 

que equivale (suponiendo que para <)) = O debe ser t = 0) a la ecua­
ción 

(5.«) t = - ^ I — _ senh» r j ,j,. 

Para esta geodésica, sustituyendo en (5.1) resulta 

(6.7) ds* = I í cosh» 2 r j rf (j)» 



SOBRK LAS (iKüHKSUAS DKL UNIVKKSO I)K GODEL-SYNGE 6 9 

y por tanto será una geodésica de tiempo solamente si 

1 
(6.8) cosh' 2 r < 2, equivalente a senh r < — - ^ . 

Se observa que para senh r = 1/2 se tiene nuevamente la geo­
désica cerrada anterior, sobre la cual únicamente varía <j), pero 
que es una geodésica de espacio. Las demás geodésicas (5.6) no 
son cerradas: para senh r < 1/v^ 2 el tiempo t crece con <() y para 
senh r > 1/v' 2, t decrece al crecer (j). Por tanto, para que al aumen­
tar (j> en 2 ic se pueda llegar a un punto de la curva t que sea ante­
rior a í = O, debe ser senh r > l / \ / 2 y en consecuencia la geodé­
sica es de género espacio, puesto que cosh' 2 r > 2. Es decir, por 
este método no se puede influenciar el pasado (de acuerdo con una 
observación de Chandrasekhar-Wright [2]). 
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