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1. INTRODUCCION

En 1949 Gdédel [4] introdujo un nuevo tipo de universo relativista
con caracteristicas especiales, en particular la de presentar una rota-
cion de la materia, lo que podria contribuir a explicar la forma en
espiral de muchas nebulosas. Mas propiedades de su universo fueron
dadas poco después por el mismo Goédel [5] y relacionado con el
mismo puede verse también el trabajo posterior de J. P. Wright [8].

El universo de Godel es un espacio de Riemann cuyo elemento de
arco puede escribirse en la forma

1
a1 At = (g, + 8, dgy—d@ — — et de,—dp,

el cual puede comprobarse que satisface a las ecuaciones de la gra-
vitacion de Einstein con término cosmolégico y densidad de materia
constante.

En 1960, Synge, en su libro sobre la Relatividad General [7], es-
tudia espacios de Riemann un poco mas generales, definidos por un
elemento de arco de la forma

1.2) d:':g“dx“d:’+gkndx‘\dx“

donde los indices griegos y los latinos mayusculos van sumados, res-
pectivamente, para los valores

(1.3) a8, v,...=1,2, A, B,C,..=2864
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Aunque en un principio Synge supuso que las g, podian ser fun-
ciones de x,, x,, para qQue los calculos resulten practicables, hace en
scguida las siguientes hipétesis:

H1rOTESIS a).—Las gap Son solamente funciones de x,.

H1rOTESIS b).—/.as gan Son constantes.

Estas hipétesis y las ¢), d) que veremos mas adelante conducen
a suponer que la primera forma cuadratica de (1.2) tiene signatura 0
y. por tanto, para que (1.2) tenga signatura hiperbdlica se puede
tomar

—1 0
1.4) Ban = ( 0 1 )

I.as componentes no nulas del tensor fundamental contravariante
resultan ser

as e B g Ba
g - g =—1 gt=—1
A
siendo
Q) A=g,,8,,— 8,

Llamaremos a los espacios cuyo elemento de arco es de la for-
ma (1.2) con las hipétesis a), b) anteriores, universos de Godel-Synge.
El caso de Godel corresponde al tensor

1 e
-1 2%
(1.7) gc’ = 1 , gﬂ' =
5, —2-' 2%, 2e-5 —2e-13%,

que da lugar a la forma (1.1) con sélo poner

£ =& *=§ £,=8 w5, =§
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S. Chandrasekhar y J. P. Wright [2] en 1961 encontraron que
las ecuaciones de las geodésicas del universo de Godel pueden ser
integradas por cuadraturas, dando la forma explicita de sus ecuacio-
nes paramétricas en funcion del arco.

Nuestro objeto es hacer un estudio analogo para las ecuaciones
de las geodésicas del universo de Godel-Synge. Veremos que para
poder integrar las ecuaciones de dichas geodésicas hay que imponer
a las g.p sucesivas hipétesis ¢), d) que reducen el universo al tipo

1
(1.8) d:’:dr’l+2h dxld,rz+ 5 h’dr’z—dxzs-—d.r'-“
0 sea

1
1.9) d:’:(dxl+hdx2)2— ;h’dx’,—-dx?a—dﬂ‘

siendo A = h (#,) una funcién de x,. Esta forma (1.8) o (1.9) es
muy parecida a la de Gédel (la cual corresponde a s = e*), de ma-
nera que las sucesivas hipétesis a), b), ¢), d) hechas de manera na-
tural para poder hacer manejables los cdlculos necesarios, pueden
considerarse como una justificacién del elemento de arco de Gadel,
a primera vista bastante artificial. .

Daremos también (nim. 3) algunas propiedades de estos univer-
sos de Godel-Synge, en particular su sumersién en el espacio pseudo-
euclidiano de 10 dimensiones y signatura (5,5), de la cual se deduce
inmediatamente la existencia de curvas de tiempo cerradas y, por
tanto, que son universos no causales.

Finalmente, aplicaremos los resultados al caso particular de Go-

del, encontrando de nuevo los resultados conocidos de Chandrasekhar-
Wright [2].

2. GEODESICAS DE LOS UNIVERSOS DE GODEL-SYNGE

Indicando con las notaciones usuales los simbolos de Christoffel
de segunda especie y con una coma las derivadas parciales ordina-
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rias, se encuentra facilmente que para el elemento de arco de Gadel-
Synge con las hipétesis a), b) anteriores, los unicos simbolos no
nulos son

4 1 8 1
S NP SN pRae

<on 4,8,y =1, 2

I.as ecuaciones de las geodésicas se escriben entonces (indicando
por un punto la derivada respecto del arco s)

(2.2 l.tl t+ 8y (B TH ¥, =0
2.3 Uy + Bay B2V U u, =0
2.4) 1'4’ =0

. 1
{2.5) “, + T Bap,  Ma ¥y =

donde hemos puesto

dx, dx,
2.6 = » =
@8 Ha ds A ds
¥y por tanto se cumple
Q.7 Eop¥g ¥y + Lap¥yty =1

Al llegar aqui, para poder tratar este sistema de ecuaciones, eli-

minando », entre (2.3) y (2.5), parece obligado hacer la nueva hi-
Ppotesis :

HiroTESIS ¢).—g,, es constante, o sea,

(2.8) gll.d =0.
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Con esto, el sistema de ecuaciones de las geodésicas se escribe:

29) ot By, (B M By (B M By (£ N, =0
(2.10) ¥, + g“" g1 “a ¥, + &1a,4 g L + g”.t g% Ua ¥y = 0
21) “, =0

. 1
(2.12) ot Brg M %t T 833,, %3 %, =0

De estas ecuaciones resulta que las curvas en que varia tnica-
mente una de las coordenadas x,, x,, #, son geodésicas, de acuerdo
con un teorema de Eisenhart aplicado al elemento de arco de Gédel-
Synge [3, pag. 58].

Consideremos primero las geodésicas con #x, = constante, o sea
4, = 0. Para ellas la ecuacién (2.12) nos dice que si las funciones
£12, ¢ £1s ¢ NO son idénticamente nulas, debe ser también u, = 0,
0 sea, ¥, = constante. Las geodésicas son entonces las curvas
x, = const.,, &, =const,, &, =a,5 + b, ¥y, =a,s + b, con a,, b,
a,, b, constantes de integracion.

Dejando este caso de lado, podemos suponer que #x, es variable
a lo largo de las geodésicas y serd cémodo expresar las ecuaciones
-de las mismas en funcién de esta variable como parametro.

Suponiendo, por tanto, u, # 0, %, % 0, con el objeto de elimi-
nar u,, multiplicamos (2.10) por (1/g**) u, y (2.12) por #, y resta-
mos, quedando

1 g 1

g1 Uy U, — ( &4 + _2- £y2.4 )“'3“4 = 0.

{2.18) u U — P

El primer miembro de esta expresién, salvo el factor 2, es la de-
rivada respecto de s de la expresién

1

2 - 342
Lot P “2

puesto que (siendo g,, constante) es

d 1 Vd 8.8 8, 1
ds | gm = ds £, )= _;'.' (811 823,0— 28,383, %,




56 L. A. SANTALO

o bien, siendo g/g*» = — g../&.,
d 1 g%
ds ( e ) = (gn.c +2 _;,;s Siae )““

En consecuencia, la integral de (2.13) da la relacién

1
(2.14) u, — gove ut = B2 = constante.
I'4

Habiendo supuesto g,, constante, por un cambio de coordenadas

se puede suponer igual a la unidad, o sea, g,, = 1. Por comodidad,
conviene cambiar la notacién y vamos a poner

1 & g/A  —h/A
(2.15) = a - =g — At
Eup (,, g). g (-—h/A I/A)’ A=g—M

Con esta nueva notacién las ecuaciones (2.14) y (2.7) se escriben
(2.18) wl, —(g— M)t = B2

217) W +2hu “y,+ Wl —ul —w =1

Tenemos, ademas, integrando (2.11)

(2.18) %, = C = constante, s, =Cys+ -

La ecuacién (2.17), teniendo en cuenta (2.168) y (2.18), se puede
escribir

1
(2.19) (v, +hu) =14+B34C = ry Ds
donde la nueva constante D la introducimos para seguir la notacién
de Chandrasekhar-Wright en [2]. De (2.19) se deduce que

(2.20) D*—B:>0

R
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relacién que va a ser atil mas adelante.
De (2.19) y (2.16) se deduce

D D w2, — B2 \12
@.21) = = ( . )

73 —huz= — -k

v

Indicando con un acento la derivada respecto de x,, la ecua-
cién (2.12) se escribe

. 1
(2.22) #,+Wuu + - gw, =0

o sea, segun (2.21)

, D 1
(2.28) “‘+h'( VE —-hu,)u’+ -Z—g’“’3=o

y aplicando (2.16)

D B2 — w3, 12 1 w, — B3
.24 " b —= — g —hK)——— =0.
224y » +, 72 ( m_g ) +(2 £ ) 2 —h

Poniendo
(2.25) #, = Bsend
queda
. D B hw—g/2
Becosd=— -— ———————cosb+ -~ -—— -~ B3cos?é
v2 (h2—g)/2 At—¢g
de donde

\ ¥D AW —g'/2
(2.26) 0=—[ V?(h’—l)’/’«—' pryye Bcosd]
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Para poder integrar esta expresion de manera ficil, hacemos la
ultima hipétesis siguiente:

1
HirlTESIS d).—Se cumple lo condicidn g = ry h?,

Con esto, el elemento de arco del universo toma la forma (1.8)
o (1.9). La relacién (2.26) se escribe

K dh
@) §=— — (D—Bcosf) =—(D~Bcosd) —— ——
h hu‘d:
de donde
D—Bcosbd dh
{2.28) dé = —
B sen d [
y por tanto
K
{2.29) D—~Bcosf = e

siendo K una nueva constante de integracién,
De (2.25) se deduce entonces

K \»2
{2.80) u‘-l/Ba_‘D_T)

Yy por tanto

I
ds,
(2.81)
K\
° Bt | D— —
A

Obsérvese que B, D, K son constantes y & = h (x,) es la fun-

-I—So.
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.cién que define el elemento de arco (1.8) o (1.9). La constante K
-depende de u, (0), pues segun (2.29) es

/(2.82) K=k (D—vB —w @)

Para hallar #, aplicamos (2.21), que segn la hipétesis d) se
escribe

D _ { Bi—w_ s 1
.(238) “lﬂ—J_—T—J2h(—kT—) = JT?, (D——2Bc090)

y segun (2.29)

1 2K
+(2.84) u, = 7_2’ ( P D)

'y por tanto, aplicando (2.31)

1 2K
dsx, ds, ds, ds vE (“'}.M—D)
ds, = T3s CTas Th “Zv‘— —V— TR
Br — (o__-
h
-de donde

2K
Lo (MRl
1 = J_ﬁf K . d&".
R
h

+(2.85) ¥

Para x,, segin (2.18) y la hipétesis d), tenemos

1 2
+(2.86) ui, = e -—g - (B2—w?) = e (B* —w3))
de donde
v3 V2 K
«(2.87) %, = BcosO:——r— D_T)
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De aqui, siendo #, = d 2,/d s = (d #,/d x,) (d #,/d s5), aplicando>
(2.31) resulta

(2.88)

Finalmente, para x,, de (2.18) y (2.31) se deduce

- dx,
/ Voo (oo 5T
) B2— | D— — —

(>

Hemos obtenido asi x,, x,, #, como funciones de x,. Se supone-
que para r, =0, es x, (0) = x, (0) =&, (0) = 0. Si se quieren, como-
hacen Chandrasekhar-Wright [2], las ecuaciones de las geodésicas
en la forma &, =x,(s) (f =1, 2, 8, 4) debemos integrar primero

(2.31) para tener &, = x,(s) y luego sustituir en las expresiones.
anteriores.

(2.39) £, =C

Geodésicas de longitud nula.—Suponiendo que x, no es constan-
te y que puede tomarse como parametro, la condicién para que la
curva &, = %, (%) (1 =1, 2, 8) sea geodésica de longitud nula es.
que sea

1
(2.40) £ +2hs &+ Y A 53 —5/t—1=0

donde los acentos indican derivadas respecto de «,.
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.35), (2.38), (2.39), la ecua--
cion (2.40) conduce a la condicion

Da
(2.41) 5 —B—Cr=o

Esta es la condicion que deben cumplir las constantes de inte--
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-gracién que figuran en (2.31), (2.85), (2.88) y (2.39) para que ellas
representen geodésicas de longitud nula. Obsérvese que para esto
basta sustituir en (2.39) la constante C por su valor deducido de
(2.41). Para el caso del universo de Godel, estas geodésicas de lon-
gitud nula han sido estudiadas por M. Abdiel-Megied y G. Daut-

-court f1].

.3. LA SUMERSION DEL UNIVERSO DE GODEL-SYNGE EN UN ESPACIO

PSEUDOEUCLIDIANO
El elemento de arco
1
@.1) det=@s +hdsp—  Wds—ds —ds,

puede sumergirse en el espacio pseudoeuclidiano de 10 dimensiones
con la métrica

[] 10
(8.2) dst= Dlde,— Dda,
1 [}

mediante las férmulas

1 1
'l =5, l’ = ‘/_2 k cos Xor J’ = 7_2? k sen ,r’

o 1 o 1
:‘=J2hcos —2—-(xl+t’), s, =« 2hksen —2-(.1"+.r'),
«(8.8) L
s, =%, $ =3, 3= 7.—5—— h,

— t -
8, =« 2hcos ?(’1’“’3)' 8, = J2hsen—2— (=, —s,)

Para el universo de Goédel (b = exp (x,)) esta sumersién se en-

<uentra en P. Rosen [8].
Observemos que las curvas en que varia tnicamente &,, segin
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(3.3), son curvas cerradas, y segun (3.1) son curvas de tiempo (o
sea, d s > 0). Por tanto: cn el universo (3.1), en particular, en el
universo de Godel, las curvas en que varia inicamente x, son curvas
de tiempo cerradas. Se trata, por tanto, de un universo no causal.

Segun un criterio de Eisenhart [3, pag. 58] puesto que el coefi-
ciente de d x?, en (3.1) no es constante, estas curvas cerradas en-
que varia unicamente x, no son todas geodésicas. Para ver si algu-
na de ellas puede serlo, veamos de satisfacer a las ecuaciones (2.9),.
cer (212) para x, = cte., x, = cte., x, = cte., 0 sea, para #, =
= #, = 4, = 0. Las ecuaciones (2.9) y (2.11) se satisfacen idéntica-
mente; la ecuacién (2.10) nos dice que &, =as + b y la altima
(2.12) da la condicién g,, , =0, o sea, h ' = 0. Si esta condicién
no se cumple, como en el caso de Gddel, no existen curvas en las.
que varie tinicamente x, y que sean geodésicas.

4. LAS GEODESICAS DEL UNIVERSO DE GODEL

Vamos a aplicar los resultados anteriores al caso del universo de-
Godel, para ver como ellos contienen a los resultados de Chandra--
sekhar-Wright [2].

Para el universo de Godel es

4.1) A= et

y con este valor de & debemos calcular las integrales (2.31), (2.35),
(2.38) y (2.39). Poniendo

1 a4y
4.2) y=T =65, dr =— _y—

y suponiendo que para x, = 0 es s = 0 (2.31) se escribe

P4

dy
(4.8) $§ = —
yvy—K3y24+2DKy 4 B3 —-D?
1
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Siendo B* —D* < 0 (segiin (2.20)) y A = —4 K*B* < 0 esta
integral vale

1 DKy+ B?—D3
(4.4) $ = — Tﬁ—r___ﬁi arc sen KBy +
1 DK + B3 — D2
+ ~—————— arcsen ————
¥y D*— B3 KB

Introduciendo el nuevo parametro ¢ por la ecuacién

1 DK + B2—D2 1 x
4.5 —_— == —— {2 —_— N
(4.5) s Wi T arc sen KB S D =B ( o+ 2)

de (4.4) se deduce

DKy+ B?—D2

(46} co8 20 = KB 3
de donde

D* — B3 (D3 — B%) (1 + tan? o)
“n Y= K(D+Bcos20) ~  K(D+ B+ (D—B) tan? o)

que se puede escribir

D—B 1+ tan? &

4. = -
(1.8) y K 1+ atan? ¢
donde hemos puesto

D—B
“9) T oxB

Segin (4.1) y (4.2) la expresion (4.8) se puede escribir

1+ atand o K

410 = log e + log —
(4.10) Fo=lo® T, T8 T




€4 L. A. SANTALO

I.a constante K depende de u, (0) segun (2.32). Chandrasekhar-
Wright [2] se limitan al caso #, (0) = 0, o sea, a geodésicas nor-
males a las curvas &, (en el origen). En este caso es K=D—By
desaparece en (4.10) la constante aditiva. Obsérvese, ademds, que
el origen &, = 0 no corresponde a ¢ = 0; ello ocurre unicamente,
segin (4.6), si DK+ B*—D*=—KB, o sea, K=D—B y,
por tanto, si #, (0) = 0.

Vamos a calcular ahora x,. La integral (2.35) se escribe en este
€aso

— Kdy D
A1) 5 =— T e S
Vv—Kty»+2DKy+ Bt—Ds3 v2
. 1 D—Ky¥ 1 D—K D
=y 3K -J,——K—arcscn-—i———?arcsen $__~/_TJ s
o bien, segin (4.8) y (4.9)
D _ Dcos2¢ + B D—K
412) x =— Ve s+ & 2{ arc sen m — arc sen 2:
D _ D-—K . B4+ Dcos2¢
- — —v2 —_— 2arct ———— =
i s —  2arc sen B +  2arc tan VD —Bisn2e
D _ D—K B+ D+ (B—D)tan2 s
-— —7.’* s — «/ 2arc sen -——B— + & 2arc tan 2V D —Btan o
0 sea,
~D 3 D—K _ l—atanto
4.18 - = - — 2 tan ———————-
418) =, ) s — ¢/ 2arc sen B + « 2arc tan TVt

Para el caso K = D — B, que es el caso considerado por Chan-
-drasekhar-Wright, segin (4.5) es s = 2¢/4/ D* — B* y por tanto

V2D x — 1—atanto
4.14 e e o — 2 — 3 —
“n o VDi—m "V vy e
V2D

-— —J—Dﬁ o —2 4 Zarc tan (v a tan o)
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puesto que

2/ atano .
= 2arc tan (v « tan o).

arc tan
1—atan? o

Para el calculo de &, tenemos

4 vT (b X/m d
15 ¥, = < ———e——— - =
(4.15) 2 hy Bi—(D—K/hp 4
0
-— (D—Kydy
SV e - SE—
. v—Ky +2DKy + BT —D?
1

) ve
=~—TJ—K’y’+2DKy+B’—D2+- & v —K?*+2DK + B3 —D?

y por tanto, siendo, segiun (2.25) y (2.29)

¥, =Bsenf=BV1—-B-2(D—Ky)

resulta
4.16 2
1.16) il u, () + ¢,
siendo ¢, una constante.
Pero
d.f‘ do d 1+ atan? o do
“ = = — -
= d:r( £ 1+tme ) ds
(a—1)tano o
[ —  D?—B3
14 atan? o«
de donde
Ve (a—1)tano o
417 £, = ——————— Y Di—Bi4c,
I 3 K 1+ atantos v t 6
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66
Si se supone, como hacen Chandrasekhar-Wright (2], u, (0) = 0,

es K=D—B, x—1=—2B/(D + B) y por tanto

2y 2B tan o«
‘.

VDTB:  l4atan?e

de acuerdo con estos autores.

Finalmente, para x,, segun (2.39) y (4.5) se tiene

2C <
= J__,I)"_;,Bz T + L':‘.

EL UNIVERSO DE (GODEL EN COORDENADAS CILINDRICAS

D,
Godel [1] ha obtenido algunas de las propiedades de su universo

escribiendo el elemento de arco en coordenadas cilindricas r, ¢, ¢, 2,
£y, v, por las ecuaciones

relacionadas con las x,, .v,.
= cosh 7 + senh 2 r cos ¢

= ¢ Zsenh 27 sen ¢

(¥, — 21 = 2arctan (¢-27 tan (¢/2))

£ = 2g
Segin Godel [1], mediante r, ¢, t, = el elemento de arco (1.1)

toma la forma
(5.1) ds? = 4(d1? —d r? — d 52 4 (senh® r — senh? r)d¢’ + 2 JTsenh’rdcpdt).

Para ver nuevamente si existen curvas de tiempo cerradas, que
no son las mismas encontradas anteriormente, observemos que el
elemento de arco (5.1) puede sumergirse en el espacio pseudoeucli-
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dano de 10 dimensiones cuyo elemento de aro arco tiene la forma
(8.2) mediante las funciones (salvo el factor 4, que no es esencial),

s o=t g5, =fcos . 3, = f sen Y
1
2, = {2 v 2)'/2 senh rcos ry (6 + .

- 1
.- o (9 Di1/2 e . o
2, = (V) 2senhrsen ~ (¢ + 1),

-

z,=f s,=r sz =2

s ,
1
2z = (2 ¥ 2)1/2 senh r cos 'y (6 —1.

1
20" (2 V" D)1/2 senh 1 sen e (¢-— .

siecndo f2 = senh! r — senh?® r,

Las curvas en que varia unicamente ¢ son evidentemente curvas
cerradas, pues las &, son funciones periédicas respecto de ¢. Ademas,
s el valor constante de » cumple la condicién

(5.3) senh r > 1,

son curvas de tiempo y si cumplen senh r = 1 son curvas de longi-
tud nula. Por tanto, en ¢l universo de Godel, con el elemento de
arco expresado en la forma (5.1), las curvas en que ¥nicamente va-
ria ¢ y cumplen la condicidn (5.3) son curvas de tiempo cerradas de
longitud 2 = senh v (senh® r — 1)1/3,

Segin el criterio de Eisenhart [3, pag. 58], las curvas en que
varian tnicamente ¢, ¥ o £ son curvas geodésicas. Las curvas en
que varia tinicamente ¢ no son todas geodésicas, pero puede haber
alguna que lo sea. Para encontrarlas vamos a proceder directamen-
te. Poniendo

5.4) €| =7, 8, =t 5, =3 5. - ¢

las componentes no nulas del tensor g, correspondiente al elemento
de arco (5.1) son

£,=—1 g&,= 1, 8y, = v 2senh? r, 8oy = —1

8 = senhé r — genh? ¢
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y las componentes contravariantes no nulas son
gl =—1, g2 = (1 —senh?r)/coshzr, g = ¢ 2/cosh?r

g3 = —1, g4 = — (senh? r cosh? r)-1.

Para que la curva en que sélo varia ¢ sea geodésica, debe ser
1
A 4l (2 senhd r — senh r) cosh r = 0

Yy por tanto

1

5.6 hr = =
(5.5 senh r "

Al variar ¢, con este valor de 7, se tiene una curva geodésica
cerrada, la cual, sin embargo, no es curva de tiempo, puesto que
para ella es ds* < 0.

Podemos buscar ahora las geodésicas contenidas en la superficie
r = const., z = const. en que solamente varian §, = ¢, £, = ¢. Al
escribir las ecuaciones de las geodésicas bajo estas condiciones re-
sulta como tinica ecuacién no idéntica

| 1 ) 1 .. 1 ..
32 2"2+234 2$‘¢+§4 4“”’:0

que equivale (suponiendo que para ¢ = 0 debe ser ¢t = 0) a la ecua-
cién ‘

1 1
(5.6) t = 73 ( Yy — senh? r ) o

Para esta geodésica, sustituyendo en (5.1) resulta

1
®.7) dst = (l——?cosh32r)d¢’
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y por tanto serd una geodésica de tiempo solamente si

1
5.8) cosh? 2r < 2, equivalente a senhr < —— .

vz

Se observa que para senh r = 1/2 se tiene nuevamente la geo-
désica cerrada anterior, sobre la cual dnicamente varia ¢, pero
que es una geodésica de espacio. Las demds geodésicas (5.6) no

son cerradas: para senhr < l/~/7 el tiempo ¢t crece con ¢ y para

senh 7 > 1/4 2, t decrece al crecer ¢. Por tanto, para que al aumen-
tar ¢ en 2= se pueda llegar a un punto de la curva t que sea ante-

rior a ¢t = 0, debe ser senhr > 1/4/ 2 y en consecuencia la geodé-
sica es de género espacio, puesto que cosh® 2r > 2. Es decir, por
este método no se puede influenciar el pasado (de acuerdo con una
observacion de Chandrasekhar-Wright [2]).
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