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INTRODUCCION. El llamado « método del triedro mévil » introda
¢ido por G. Darboux y ampliamente desarrollado por E. Cartan, se
ha revelado como cada vez mds itil en todas las ramas de la geome-
tria diferencial. Sus ventajas esenciales son, por un lado, que per-
mite sistematizar los resultados posibles de obtener, ordenando bajo
unas mismas directrices muchas cuestiones dispersas y aparente-
mente sin conexién entre si. Por otro lado, es el método mas indicado
para tratar los problemas « en grande » de la geometria diferencial ;
es decir, es el método que mejor se adapta para el tratamiento analf-
tico de los problemas pertenecientes al campo intermedio entre la
topologia y la geometria diferencial.

Como una aplicaciéon del método vamos a considerar algunos pun-
tos de la geometria diferencial afin de superficies, Es de observar
que la geometria diferencial afin ha sido relativamente olvidada, en
comparacién con el gran desarrollo alcanzado tanto por la geometria
métrica como por la geometria diferencial proyectiva. Sin embargo
su estudio presenta un amplio campo no desprovisto de interés, con
notables aplicaciones propias que no son ni métricas ni proyectivas,
como puede verse en el volumen II de la Differentialgeometric de
Blaschke, obra a la que nos referiremos con frecuencia en el curso
de esta exposicién. :

En § 1 exponemos la teoria general, llegando a las férmulas fun-
damentales (N° 3), de las cuales se deducen facilmente las formas
diferenciales y las funciones invariantes que juegan los papeles fun-
damentales en el tratamiento cldsico de la teorfa, junto con otras
expresiones invariantes cuyo estudio no parece carecer de interés.

En § 2 hacemos aplicacién a varias formulas integrales. En parti-
cular, para superficies cerradas, orientables, se obtienen por ejemplo
las férmulas (7.3) y (7.7) de forma muy aniloga a las conocidas para
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las superficies convexas del caso métrico, junto con algunas des-
igualdades como (7.4) y (7.8). Finalmente, se hace aplicacién de los
resultados obtenidos a la demostracion de dos teoremas clasicos de
la geometria diferencial afin de superficies (N° 8).

§ 1. FORMULAS FUNDAMENTALER

1. El grupo afin unimodular. Ecuaciones de estructura '. — Consi-
deremos el espacio ordinario de tres dimensiones y el grupo de las
afinidades nnimodulares

af = atay, det || a* || =1 (1.1)

actuando sobre el mismo. En la primera de estus expresiones, como
en todo lo sucesivo, se supone implicita una sumatoria de 1 a 3 del
fndice repetido.

Oonsideremos el triedro variable formado por el vértice X y tres
vectores I,, I, I, no coplanarios que pasan por el mismo. Indique-
mos por (I, I, I,) el producto mixto

LILL)=OAIL).1 (1.2)

donde A indica producto vectorial y el punto producto escalar. Este
producto es ignal al volumen del paralelepfpedo subtendido por los
vectores I; y por tanto, puesto que las ufinidades unimodulares con-
servan los voltimenes, podemos suponer a los tres vectores normali-
zados de manera que este volumen valga la unidad, o sea

(I I Ig) = 1. (1.3)

Descomponiendo los vectores infinitesimales dX, dI; por sus com-
ponentes sobre el triedro (X, I;) se tendrfin expresiones de la forma

dX = o'l;y AL = el (1.4)

donde ', w! (componentes relativas del triedro mévil) son formas

diferenciales de primer orden (formas de Pfaft) y sus valores en fun-
cién de dX, dT; se deducen de (1.4) aplicando (1.3). Por ejemplo

(.0‘ == (dx I, Is)’ (l)g = (Il (1xla), ms = (I, I’ dX)
ol =(dL I Ty), ol=(,dl]) ete.
¢ Para el tratamiento general del método del triedro mévil y las ecuaciones
de estructura del grapo afin, ver E. Cartan, La thdorie des groupes finis et oonti-

nus of la géometrie diférenticlle traitées par la méthode du repére modile. Paris,
Gnauthier-Villars, 19887.
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En particular, diferenciando (1.3) resulta la condicién

0! + o} + ol =0. (1.5)

Por diferenciaciéon exterior de ambos miembros de (1.4), aplicando
que la diferencial de los primeros miembros es nula por ser diferen-
cial de diferenciales, resultan las siguientes ecuaciones de estruoctura

do' = 0* A ), dof =o' A of (1.6)

donde A entre formas diferencisles, indica multiplicacién exterior,
y los indices repetidos, como siempre, est4n sumados de 1 a 3.

2. Triedros adaptados a una superficie. — Sea 8§ una superficie
dada. 8i X = X (4, v) (2.1) es su ecnacién vectorial, supondremos
que X (u, r) admite derivadas parciales continunas hasta el tercer
orden. Para estudiar la geometria diferencial afin de 8 vamos a par-
ticularizar el triedro (X, I;) de manera que quede relacionado con
elementos de 8.

En primer lugar tomamos el vértice X sobre 8, es decir, supone-
mos que X es el mismo punto general de (2.1).

En segundo lagar, tomamos 1, I, tangentes a . Kllo significa que
dX esti siempre en el plano I,, I, y por tanto que

(Ill’ dX) = wa = 0. (2-2)
De aqui se deduce dw® = 0 y por tanto segin (1.6),
o' Al + 0 A w) =0. (2.3)

Siendo ', w?! formas independientes de las dos diferenciales du,
de cualquier otra forma seré combinacion lineal de ellas y por tanto
se puede poner 0? = aw' + bw?, v} = cw' + ew’. Teniendo en cuen-
ta (2.3) debe ser b = ¢, de manera que resulta

0} =av' + bw?, 0 = bo' + ew?. (2.4)

Dentro del plano tangente, podemos particularizar todavia mdis el
par de vectores I, I,, tomandolos tangentes a dos curvas que sean
invariantes por afinidades. Lo que mas simplifica los célculos es
tomar las tangentes a las lfneas asintdticas. La ecuacién diferencial
de estas curvas se obtiene expresando que su plano osculador (de-
terminado por X, dX, d*X) es tangente a la superficie, o sea, que los
tres vectores I, I,, w'dl, 4+ w'dl, estdn en un plano. Resulta asi

(I,Iy @*X) = '} + w'o? = 0.
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Es decir, segin (2.4)
() + 2 w'e? + e(w?) =0.

8i I,, [; som lus tangentes a las asintéticas, esta ecuacion debe
reducirse a ©0'o? =0 y por tanto debe ser a = ¢ = 0. Queda asi

0] = bw?, ©)=Dbw.

IMijada la direceién de 1, I todavia quedan arbitrarios los médu-
log, es decir, cabe la sustitucion It = kI, I3 = .0, por la cual

queda
(0))* = (I1%d1%) = 2ingw)

de donde, siendo (w))* = b* (v?)*, resulta
b (0*)* = 1jn, bl (2,5)
Por otra parte se tiene

AX = (0')°1] + (0)°I; = (0')* 2,1, + (0%)*,],

de donde
(o")*%, = 0!, (0¥)*hy = w?

con lo cual (2.5) queda
b* = 213,
Por consiguiente se puede tomar A, = p de manera que sea
b* = 1. Queda entonces 1= 1L, 1 = ,2 Iy I3 = % I; y poniendo

13, 13 igual a los nuevos Iy, Iy, solo quedan posibles sustituciones de
la forma

=1, I§= /1 Iy, I5=AI + Bl + I; (2.6)
teniendo lugar las relaciones
o] = v, W} = wl. (2.7)

Por diferenciacion exterior de estas relaciones (2.7)y aplicacion
de las ecunciones de estructura (1.0) resulta, respectivamente

WA+ AR=0

wyAw+ ot Awl=0
de donde

0l = re' + e}, o} =-s'+r0d, 0} =-mno'+rel (2.9)
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Por un cambio de la forma (2.7), resulta

(0)* = (114113 = -- X Bw? + Wo? (2.10)
; 1
(MY=(M339=—;§w4-ﬁw} (2.11)
() = (I13a1}) = Ao’ + Bo' + o, (2:12)

De (2.10), teniendo en cuenta las relaciones (2.9) se deduce

' . Sept -
4 mtne? = — 12 Be? + 12 (re! 4+ me?)
I
de donde
r’

=%, wam* + 12B — 1*m =0, (2.13)

De (2.11) resulta anilogamente

! - 1
— n* © + 8*0? = — %w‘+ i—,(—nm' + sw?)
A \
de donde
M+ A —n=0, 1*"—-8=0 (2.14)

y de Ia misma manera (2.12) da

1
w .
—m® — 4+ "0 = Aw' + Bo!' — mo' + ol
I8

de donde

m*+1B—m=0, m*—A4A-n=0 (2.15)

De (2.14) y (2.15) resulta que podemos elegir 4 y B de manera
que sea ,
m=0, n=0.

Con estas condiciones resulta
w) =0 (2.16)
y los coeficientes r, s s8¢ cambian segin

o 1
rt=atr, %=

La diferencial exterior de (2.16) serd también nula y por tanto,
segftn (1.6), se tendra

w3 A o) + O] A =0
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de donde resulta que se puede poner
0] = aw' + fut, ©} =vw' + aw’ (2a7)
Ademis, siendo w} + o} = 0, se podré poner
w] = Pw! + Qu?, v} = — Po' — Qo’. (2.18)
Por el cambio todavia admisible

IP=al, 1= } L, =T,

resulta
w}
(w})* = @IPLIy) = &
.o ,
o bien, segfin (2.17),
.1
570-? + f*he® = 1 (20! +fw?)
IS

.

dle donde
a* =a, B*=4/2 (2.19)
Anflogamente
' (w})* = 10}
o bien, segin (2.17), -

w' . .
o 4 athet =0 (e + an?
5

de donde
H=01 at=a. (2.20)

Andlogamente se tiene
(0})* =dlog % + w), (w})*=—d log 7 + o} (2.21)

3. Formulas fundamentales. — En resumen, hemos llegado a un
triedro (X, I;) ligado de manera afin a los puntos de la superficie S,
que 86lo admite transformaciones de la forma

1

=i, Ii=:h I=I 3.1)

y reapecto al cual valen las siguientes ecuaciones fundamentales
dX =o0'l, + 0?l,
dI, = o}l + ro'l, + 0l 3.2
Al = s0?l, + wily + o'l

dl; = oll, + wil,
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con
w; = aw' + fo?, wl = vo' 4+ aw®
(3.3)
w; = Pu, + Qu?, o} = — Po! — Qu?

Por el cambio (3.1) los coeficientes y las componentes relativas
se transforman seg(n las formulas .

r*=33%, = :,1—:’ X
. _ 1 . __ -
a” = a, p* = X B, =0
w!
(0")* = 7 (w)* =t (3.4)

(0)* = .]-mi, (03" = o}
,
(W =dlog7 + v, (0)*=—-dlogi+ wl.

4. Invariantes por afinidades unimodulares de una superfioie. —
Todas las combinaciones entre los coeficientes o las formas diferen-
ciales de (3.2) que resulten independientes de 7. por las sustituciones
(3.4) serdin expresiones invariantes afines de la superficie y, ademés,
intrinsecas a la misma, puesto que los parametros u, v no figuran
explicitamente en ellas. Tenemos asi los siguientes tipos de inva-
riantes :

a) Invariantes diferenciales. Son

o' A w!, oA ol=(—p) o Ao

(4.1)
ol A 0! = aw! A o
El primero es el elemento de drea afin
dQ = o' A 0? (4.2)
y los coeficientes de los otros dos son, respectivamente,
. . w} A o}
curvatura afin = K = ¥ — B = u—):_%ﬁ (4.3)
1 ) 1 ]
onrvatura media afin = H —a = 3 Aw @ A (4.4)

== .
o Aw! o Aw®
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b) Incariantes finitos. Son
i, = r.8 = J = invariante de Pick,
i, = 2 = H = curvatura media afin,
iy =B = H* - K, (4.5)
i, = al31n,
iy = ,.1/3;3!/'.'_
Los dos @ltimos no parece que hayan sido considerados anterior-
mente.

¢) Formas diferenciales invariantes. Se obtienen inmedintamente
las siguientes formas cuadrdticas invariantes

=00
P( ) = 0o + w'v] (4.6)
Py == 00}

y las siguientes formuas cibicas invarviantes
P () =r(0')® £ s(0?)®
Py ()= ro' (0}’ + s 0 (w3)? (4.7)

$s (+)=r(0') w3 + s (0*) 0},

Cada una de estas formas invariantes, igualada a cero, representa
la ecuacién diferencial de curvas de la superficie invariante por
ainidades. Por ejemplo, ¢, = 00 es la ecuacién de las asintdticas;
%g(--) = 0 es laecunacién de las lineas de curvatura afin; ¢, (+)=0
es la ecuaciéon de las lineas de Darboux (tangentes en cada punto
# las tangentes de Darboux). Puede ser interesante estudiar las cur-
vas correspondientes a los demiis casos.

5. Curvatura total y curvatura media afin. — La justificacién de
los nombres que en (4.3), (4.4) hemos dado a los invariantes H y K
se obtiene considerando, por analogia con el caso métrico, las curvas
de la superficie a lo largo de las cuales I, describe superficies des-
arrollubles. Poniendo

Z =X - 913
seri
AdZ=dX—dp. ;- pdl;=(0'—pw}) I, + (0 —gwl) I,—dpI; .

y para que el punto Z describa una curva cuya tangente tengn la
direccién de I, debe ser

o' —pw;=0, o-pwi=0 (3.1)
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Eliminando p resulta
w'ewl — vl =0

que es la ecuacién diferencial de las lincas de curvatura afin.
Segftin (3.3), 1as ecuaciones (5.1) pueden escribirse

(1—-pa)o' —¢fuw?=0, —pro'+(l—ap)ou?=0

v eliminando v!, ©® tendremos la ecnacion que dari los radios prin-
cipales de curvatura afin,

1 — 2ap + (- f)" = 0.

Por tanto, entre lus inversas k; =1/p; valen las relaciones
d 9 ] -
K=Fk.ly=2a*-f8: H= Sk + k) =a (5.2)

que justifica el nombre dado a los invariantes K y H.

6, Otros inrariantes. — Junto con los anteriores, conviene tener
en cuenta otros invariantes afines que se definen directamente.

a) Distancia afin. — Entre dos puntor aislados del espacio no se
puede definir una distancia afin. Pero en cambio, si es posible definir
la distancia afin de un punto Z a un punto X de una superficie dada.
Bastar4, en efecto, tomar como tal distancia una funcién cualquiera
del volumen del paralelepipedo subtendido por los vectores 1,, 1,
referentes a X y el vector Z — X. Siguiendo a Blaschke (loc. cit.,
pig. 110) tomaremos por dicha distancia la expresiéon

w=(X-2%1,L) (6.1)

En particular, la distancia del origen de coordenadas al punto X
de la superficie serd
= (X, T1,, I,). (8.2)

b) Volumen. — El volumen de un cuerpo es invariante por afini-
dades equivalentes. ’or tanto debe poder expresarse mediante inva-
riantes afines. En efecto, como elemento de volumen se puede tomar
Ia pirdmide de vértice el origen y base el paralelogramo determinado
por los vectores inflnitesimales I,w', I,w* de origen X. Queda asi

2 1
aV= a(x, I, I o' Aw? = 30 daQ (6.3)
de manera que el volumen total del cuerpo vale

<

V= %j wdgd. : (6.4)
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De aqui se deduce, por gjemplo, que para un cuerpo cualquiera,.
si O es un punto interior y wjyy, w, son los valores maximo y minimo.
de la distancia afin w de O a la superficie del cuerpo, se tienen las.
desigualdades

Wl <3V < wyl), (6.5).

donde ) es el drea afin.

¢) Otros invariantes afincs. — Siendo » un nGmero cualquiera,.
para una superficie cerrado & y un punto interior O cabe conside-
rar el invariante

»

J, =) w" AL

el cual, métricamente, se expresa

l—n

'I" = 5 p”K;‘T dO

siendo p la distancia wétrica de O al plano tangente en el punto-
cuyo elemento de drea métrica es do y K, es la curvatura de Gauss
métrica en el mismo punto. En particular, es J, = frea afin, J, = 3
volumen,

§ 2. FORMULAS INTEGRALES Y APLICACIONES

7. Férmulas integrales y algunas desigualdades para superficies ce-
rradas. — Aplicando la férmula de Stokes que transforma una inte-
gral curvilinea extendida a un contorno C que limita una regién
simplemente conexa F de una superficie 8, en una integral de super-
ficie extendida sobre F, se pueden obtener varias férmulas integra-
les. Citaremos algunas de ellas que presentan gran analogia con
otras conocidas del caso métrico.

a) Aplicando la formula de Stokes se tiene

‘5 (X Ide) = | (aX 1,aX) +§ (X dT,dX)
) F :

y sustituyendo los valores (3.2)y (3.3) y siendo = = H la curvatura
media afin, resulta

i(x I,dX) = — 20 + 2 Q‘deu (7.1)
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Para H = 0, superficie minima afin, esta formula nos da el resul-
tado conocido (Blaschke, loc. cit. pig. 182)

Q=

WO

j (I,XdX). (7.2)

Para una superficie cerrada orientable, considerando la férmula
(7.1) para cada celda en que se puede considerar descompuesta y
sumando se tiene

Q = | HwaQ, (7.3)
g

aniloga a una férmula bien conocida del caso métrico.

Como aplicacién de la Gltima férmula, si H,, y Hy son los valores
minimo y maximo de la curvatura media afin de 8, recordando (6.3),
resultan las desigualdades

SH.V<Q<3HyV (7.4)

la primera de las cuales es debida a Berwald (Blaschke, loc. cit., pag.
207).
b) La férmnula de Stokes da también

i(x I,dl,) = 3 (AX Laly) + | (XdT,dl,)
¥ ¥

o bien, aplicando (3.2) y (3.3) y poniendo a = H, a* — B-- = K,

i(x Tdly) = — 2 i HAQ + 2 | KuedD. 7.5)
! ¥

Para una superficie cerrada orientable, llamando

M= inQ = integral de curvatura media afin (7.6)

y escribiendo para cada una de las celdas en que se puetle conside-
rar descompuesta por contornos Cla igualdad (7.5) y sumando, se
tiene

M= | KwaQ .7
S

que es andloga a otra formula bien conocida (debida a Minkowski)
del caso métrico.

8i K,,, Ky son los valores minimo y méximo de K, recordando
(6.3) esta férmula da las desigualdades

3KV <M<3KyV. (7.8)
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¢) Otras férmulas integrales se obtienen introduciendo el vector
Y=I, AL, (7.9)
cuya invariancia afin es consecuencia de (3.1).

Se tiene asi, aplicando la férmula de Btokes al contorno € que
limita el fdrea F,

& i I

de donde, sobre una superficie cerrada N,

§ Y 11!.2 = 0. (-‘-.11)
=
También
“\‘ I, AdX = i‘dls AdX =2 l HYaq. (7.12)

n particular, para las superficies minimas afines (H= 0), resulta

i

que es un resultado conocido (Blaschke, loc. ¢it., pitg. 182).
De (7.12) se deduce también que para cualquier snperficie cerrada
orientable 8 es )
\ HYdQ = 0. (7.14)
R

8. Aplicacidn a dos caracterizaciones del elipsoide. — Las formulas
anteriores permiten una demostracion ripida de dos teoremas cono-
cidos de la geometria diferencial afin de superficies.

a) 8i una superficie convexra cerrada tiene la curratura media afin
H constante, es un elipsotde.

En efecto, siendo H constante, de (7.7) y (7.3) se deduce

HQ = | KwedQ = H* {dQ
& S

0 8eq, seglin (5.?),

; (k, — k) AQ = 0.

Tratindose de una superficie convexa y tomando un punto inte-
rior a la mismu, w tiene signo constante. Por tanto k, = ky y segin
un resultado de Blaschke (loc. cit., phg. 216), la superficie es un
elipsoide.
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b) 8% una superficie convexa cerrada tiene curvatura afin K cons-
tante y positiva, es un elipsoide.
En efecto, sustitunyendo

) —\1 —
=3tk —1k) + (K
en el primer miembro de (7.6), teniendo en cuenta (7.3), resulta,

3

(SN
7

} iy — hg)" A2 + ;X[ HwaQ =K jﬁ(wdsz
o bien

| —

£,

-

L

07 - 1Ry a0+ 31 j (%, — &) wd@ = 0

S

y como se puede suponer w > 0 en todo punto, por ser la superficie
convexa, resulta k, = kg y por tanto, ignal que antes, la superfi-
cie es un elipsoide.

DISCUSION

DurARONA. — Bu coudicién impuesta de que la transformacién sea unimodular,
o sea ol determinante igual a 4 1, significa que todas las ternas tienen un
sentido fijo. § Qué cambinrfa en In teorfa si no se hace tal suposicién, o bien
si el valor del determinante es cualquiera !

B8aNTALG. — En este iiltimo caso resultaris algo semejante a una geometria pro-
yectiva en el plano. 8i se pusiera la condicién de que el valor absoluto del
determinante fuera 1, sin especificar el signo, esto equnivaldrfa a que con
cadn terna tendriamos la simétrica.



