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INTRODUCCIÓN. El llamado « métodu del triedro móvil « iutroda 
cido por G. Darboux y ampliamente desarrollado por E. üartan, se 
ha revelado como cada vez más útil en todas las ramas de la geome
tría diferencial. Sus venteas esenciales son, por un lado, que per
mite sistematizar los resultados posibles de obtener, ordenando bajo 
unas mismas directrices mncbas cuestiones dispersas y aparente
mente sin conexión entre sí. Por otro lado, es el método más indicado 
para tratar los problemas « en grande » de la geometría diferencial; 
es decir, es el método que mejor se adapta para el tratamiento analí
tico de los problemas pertenecientes al campo intermedio entre la 
topología y la geometría diferencial. 

Como una aplicación del método vamos n considerar algunos pun
tos de la geometría diferencial afín de superficies. Es de observar 
que la geometría diferencial afín lia sido relativamente olvidada, ea 
comparación con el gran desarrollo alcanzado tanto por la geometría 
métrica como por la geometría diferencial proyectiva. Sin embargo 
su estudio presenta un amplio campo no desprovisto de interés, con 
notables aplicaciones propias que no son ni métricas ni proyectivas, 
como puede verse en el volumen II de la Differentialgeometrie de 
Blascbke, obra a la que nos referiremos con frecuencia en el curso 
de esta exposición. 

En § 1 exponemos la teoría general, llegando a las fórmulas fun
damentales (N' 3), de las cuales se deducen fácilmente las formas 
diferenciales y las funciones invariantes que juegan los papeles fun
damentales en el tratamiento clásico de la teoría, junto con otras 
expresiones invariantes cuyo estudio no parece carecer de interés. 

En § 2 hacemos aplicación a varias fórmulas integrales. En parti
cular, para superficies cerradas, orientables, se obtienen por templo 
las fórmulas (7.3) y (7.7) de forma muy análoffa a las conocidas Dará 
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las saperfloies convexas del caso métrico, junto con algunas des-
ignaldades como (7.4) y (7.8). Finalmente, se hace aplicación de los 
resultados obtenidos a la demostración de dos teoremas clásicos de 
la geometría diferencial afín de superficies (N* 8). 

§ 1. FORMULAS FUNDAMENTALES 

1. M grupo afín unimodular. Ecuaciones de eiitiuctura '.— Consi
deremos el espacio ordinario de tres dimensiones y el grupo de las 
afinidades nnimodulares 

w* = a',at, d e t | | a * | | - l (1.1) 

actuando sobre el mismo. En la primera de estas expresiones, como 
en todo lo sucesivo, se supone implícita una sumatoria de 1 a 3 del 
índice repetido. 

Oonsideremos el triedro variable formado por el vértice X y tres 
vectores Ii, I„ I, no coplanarios que pasan por el mismo. Indique
mos por (I, I, Ig) el producto mixto 

(IiI,Ia) = (I, AI,) .I» (1.2) 

donde A indica producto vectorial y el punto producto escalar. Este 
producto es igual al volumen del paralelepípedo subtendido por los 
vectores Ij y por tanto, puesto que las afinidades nnimodulares con
servan los volúmenes, podemos suponer a los tres vectores normali
zados de manera que este volumen valga la unidad, o sea 

(I, I, I,) = 1. (1.3) 

Descomponiendo los vectores infinitesimales dX, dij por sus com
ponentes sobre el triedro (X, I{) se tendrán ex])resiones de la forma 

dX = tó'l., dl¡ = (ú*Ij. (1.4) 

donde o)', tú^: {componente» relativas del triedn» móvil) son formas 
diferenciales de primer ordeq (formas de Pfaft) y sus valores en fun
ción de dX, dTj se deducen de (1.4) aplicando (1.3). Por ejemplo 

O)» = (dX I, I3), tú* = (I, dXIg), w» = (I, I, dX) 

^ (ol = (di, I, I,), (üj = (I, dlj I3), etc. 

' Para el tratamiento general del método del triedro móvil y laa ecuaciones 
de estraotnra del grapo afín, ver E. Cartan, La théorie át$ groupe$ fini$ et eonti-
nut ti la giomelrtt éUfértntielle iraiUe» par la m/lAoiI» du repère moUle. Paris, 
Gauthier-Villars, 1987. 
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En particular, diferenciando (1.3) resulta ia condición 

«I + (1)2 + (I)» = O. (1.5) 

Por diferenciación exterior de ambos miembros de (1.4), aplicando 
que la diferencial de los primeros miembros es nula por ser diferen
cial de diferenciales, resultan las siguientes ecuacioneii de estructura 

dü)' = ü)* A u¿, dtoj — (O* A wj (!.<>) 

donde A entre formas diferenciales, indica multiplicación exterior, 
y los índices repetidos, como siempre, están sumados de 1 a 3. 

2. TriedroH adaptadog a una mperficie. — Sea 8 una superficie 
dada. Si X = X (u, v) (2.1) es sn ecuación vectorial, supondremos 
que X (t(, T) admite derivadas parciales continuas hasta el tercer 
orden. Para estudiar la geometría diferencial afín de S vamos a par
ticularizar el triedro (X, li) de manera que quede relacionado con 
elementos de S. 

En primer lugar tomamos el vórtice X sobre 8, es decir, supone
mos que X es el mismo punto general de (2.1). 

En segundo lugar, tomamos 1, I,, tangentes a 8. Ello significa que 
dX está siempre en el plano I„ Î  y por tanto que 

(1,1, dX) = ü)8 = 0. (2.2) 

De aquí se deduce dw' = O y \yoT tanto según (1.0), 

(1)' A wj + (1)* A W.5 = 0 . (2.3) 

Siendo b>', (i>' formas independientes de las dos diferenciales du, 
dr cualquier otra forma será combinación lineal de ellas y por tanto 
se puede poner wj = ow' + 6<i)*, wj = cw' + ew*. Teniendo en cuen
ta (2.3) debe ser b = c, de manera que resulta 

<i)J = o ü ) ' - f ¿»<i)*, tü\ = ¿»(i)' -f cü)*. (2.4) 

Dentro del plano tangente, podemos particularizar todavía más el 
par de vectores I,, I,, tomándolos tangentes a do» curvas que sean 
invariantes por afinidades. Lo que más simplifica los cálculos es 
tomar las tangentes a las linea» asintótica». La ecuación diferencial 
de estas curvas se obtiene expresando que su plano osculador (de
terminado por X, dX, d'X) es tangente a la superficie, o sea, que los 
tres vectores I„ I|, (d'dli + uMl, están en un plano. Besulta asi 

(1,1, d»X) = tó'wj + toV; = O, 
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E8 decir, según (2.4) 

rt ((j)')« + 'i¿» w'u» + c(ü)»)* = 0. 

Si I„ I, son las tuagentes a las asintóticas, esta ecuación debe 
reducirse a to'u* = O y por tanto debe ser a = Í? — 0. Queda asi 

(új = ¿»(ü*, (o:J = i(ü'. 

Fijada la dirección de I,, I, todavía quedan arbitrarios los módu
los, es decir, cabe la sustitución I* = A,I„ I* = >,J„ ytor la cual 
queda 

(«?)• = (I^ndl*) = AÍX̂ tD? 

de donde, siendo (Ü),')* = b* (tí>*)*, resulta 

o«{ü)«)« = •/,«>., 6ü)«. (2,5) 

Por otra parte se tiene 

d X - ((o')*i; + (to»)% = (a)')'X,I. + ((i)»)%T, 

de donde 
( ü ) ' ) % = (*', ((ú'')*Aj,=(0» 

con lo cual (2.5) queda 
&• = AfAÍA. 

Por consiguiente sn puede tomar Xt'A, — p de manera que sea 

6* = 1. Queda entonces I*= AI„ 1* = M « I* = - Ig y poniendo 

1*, I3 igual a los nuevos I,, I3, solo quedan posibles sustituciones de 

la forma 

i ;=Al„ I ! = r l « r3=AI, + / i l , + l3, (2.«) 

teniendo lugar las relaciones 

wj = (O», (úi --= tú». (2.7) 

Por diferenciación exterior de estas relaciones (2.7) y aplicación 
de las ecuaciones de estructura (1.0) resulta, respectivamente 

wf A (O* + (O* A <«>3 = O 
(2.a) 

0)1 A w» + w' A 103 = O 
de donde 

uj = rtü' + »M(i)*, wj = — M(ú'+ «(!)*, ü)ü = - mw' + nti)*. (2.9) 
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Por un cambio do la forma (2.7), resulta 

((!){)• = (iraiíU) = - x»/itü» + ',M (2-10) 

(ü)i)' = (<ii:i:ij)= - 4 tó' + h «*J (2.11) 

((0:1)* =-. (iriMi?) = ^^'^' + ^̂ w' + "ü- (^-i^) 

De (>M0), teiiioiulo en cuenta las relaciones (2.9) se deduce 

( j ) ' 
»•• . + >w*>,ü)* = —t^Iiwr + "/.*(rio' + í«ü)*) 

A 

de donde 
>•• = •/.••'/•, '/M* + t}H-i.hn = {i. (2.13) 

De (3.11) resulta análogamente 

« W' ». o ' I . 1 , I . », 
— » • . + iTl.tír = — .-5 tó' + r ï ( - MW' + *())*) 

A A* A ' 

de donde 
AH* + A - H = O, /.=•*• - « = o (2.14) 

y de la misma manera (2.12) da 

tú' 

— »í* T— + «•"Atú" = A(i)* + Zfü)' — mto' + MÍO* 
A 

de donde 

ni* + "AB - >.»« = O, "A«* - .4 - « = O (2.15) 

De (2.14) y (2.15) resulta que podemos elegir A y li de manera 
que sea 

tu = (», tt r= 0. 

Con estas condiciones resulta 

«oü = O (2.16) 

y los coeficientes r, « se cambinn según 

>• • = /J'r «• ^ — s. 

La diferencial exterior de (2.1 G) será también nula y por tanto,, 
según (1.6), 80 tendrá 

wl A WÏ + <i)ï A wj = () 
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<Ie donde resnlta qne se ])uede poner 

tój = au)* + §ti)*. (ü'í = vüí'-f aw*. (2.17) 

Además, siendo t»! + wj = O, se podrá jwner 

ti)i = IW + Q<ú*, (1)5 = - Pw' - (¿<a*. (2.18) 

Por el cambio todiivíii adiiiittible 

«o-
resulta 

((Di)* - (di.*i:i:) 

o bien, segñn (2.17), 

—"' +p»/.(ú- = i(a(ú'+p(a») 

l̂e donde 
a» = a, p* = p/X*. (2.19) 

Análogamente 
(wí)* = >.wí 

o bien, según (2.17), 

(ú' 
V* - + a*>.o)* ̂  >. (v(ú' + ao)*) 

de donde 
•;• = >.»-;. a* =•- a. ( 2 . 2 0 ) 

Análogamente se tiene 

(tú\f = d log A + (OÍ, ((ú5)»= - d log >. + w:;. (2.21) 

3. Formulan fundamentales. — En resumen, hemos llegado a un 
triedro (X, I,) ligado de manera afín a los puntos do la superfície S, 
que sólo admite transformaciones de la forma 

i: = /j„ i : = .Jr„ i.: = i3 (3-1 > 

y respecto al cual valen las siguientes ecuacione» fundamentalen 

dX=(ú'l, + (i)Mi 

di, = (ú¡í, + m'I, + ü)*I, (3.2) 

di, = «(i)*I, + (i)'f» + WI., 

dJ,= (úlI, +U?,1, 
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con 
u)l = ao)' + 3a)*, (1)5 = vw' + aw* 

(3.3) 

Por el cumbio (3.1) los coeflcieuteR y las componentes relativas 
se transforman según las fórmulas 

u)l — ao)' + Po)*, 

(o| = i>w, + Ço)*, 

(úl = vw' + ao)* 

wí =- - Po)* - Çw* 

» • • = • / . « < • , 

a* = a, 

, 1 
H^ ^ —:, « 

r = ¿ p, 

(ü)»)* = >.ü)» 

/ - • * . 

(3.4) 

/. 

(ü)l)* =r (1 lOg •/. + (1)1, ((I);l)*= - (1 lOíí >. + tí>l. 

4. Invarianten por afinidadeg vnimodulareH de una luperficie. — 
Todas las combinaciones entre los coeficientes o las formas diferen
ciales de (3.2) qne resulten independientes de >. por las sustituciones 
(3.4) serán expresiones invariantes afines de la superficie y, además, 
intrínsecas a la misma, puesto qne los parámetros u, v no figuran 
«xplfcitamente en ellas. Tenemos así los siguientes tipos de inva 
riantes: 

a) Invarianteit di/erenciale». Son 

(4.1) 
(!)• A w*, to'i A tóí - (Oí- - PY) tú' AÍÜ* 

(i)J A (1)- = «ü)' A tu-. 

El primero es el elemento de área ufin 

di) = (I)' A (.)* (4.2) 

y los coeficientes de los otros dos son, respectivamente, 

curvatura afín = A' = a» - 3 ; = "' ^l (4.3) 
•̂  (o' A tó 

„ wj A (O* (I)' A wi! ,. .. 
CKrraíMra media afin = i i = a = —; •. = —r-r—;• (4.4) 

(I)' A «o (I)' A (1)* 



28 LUIS A. SANTALÓ 

b) IneariantcH finito*. Son 

i^ = r.H — J = invariantu de Pick, 

i^ = X = H =^ curvatiir» uiedia afín, 

i,^^: = JP-K, (4.5) 

, • , . = « •3 - /1 /2 , 

Los dus últimos no piirece que Layan sido considerados anterior
mente. 

c) Formas diferenciales invariantes. Se obtienen inmedÍHtan)ente 
las siguientes/'»'um/i cuadráticas invariantes 

i;p, ; = ( I ) ' . t ú * 

(Pa(±)ssü)*(i)l + (ü'ü)5 (4.6) 

y las siguientes/or»«(« cúbicas invariantes 

•]<,(±)=sr(ü)')»±«(tó«)'' 

t;»,(±) = r(o'(wl)*±«(ú-((ü3)* (4.7) 

il,3(±)ïsr((ü')»(oi±«(ft)Yw3'. 

Cada una de estas formas invariantes, igualada a cero, representa 
la ecuación diferencial de curvas de lu superficie invariante por 
afinidades. Por ejemplo, 9, = (i es la ecuación de las asiutóticas; 
9,( —) a o ea la ecuación de las líneas de curvatura afín; <)'i( + ) = 0 
es la ecuación de laa líneas de üarboux (tangentes en cada punto 
A las tangentes de Darboux). Puede ser interesante estudiar las cur
vas correspondientes a los demás casos. 

5. Curvatura total y curvatura media afín. — La justificación de 
los noud)res que en (4.3), (4.4) liemos dado a los invariantes H y K 
se obtiene considerando, por analogía con el caso métrico, las curvas 
de la superficie a lo largo de las cuales T3 describe superficies des-
arrollables. Poniendo 

Z = X - pl, 
será 

dZ = d X - d p . J3 - pdla = (ü) '- pwj) I,-Kü)*-p«úJ) Ii,-dp Ij 

y para que ol punto Z describa una curva cuya tangente tenga la 
dirección de Jg, debe ser 

tü' — pwj = 0, (D* — pwj = 0. (5.1) 
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Eliminando p resulta 

<)ue es la ecuación diferencial de las líneas de curvatura afín. 
Según (3.3), las ecuaciones (5.1) pueden escribirse 

(1 - pa) tú' - PPW» = 0, - pYw' + (1 -ap) to» = O 

y eliminando to', w* tendremos la eciuición qne dan'i los rarlio» prin
cipales de curvatura afín, 

1 - 2 a p + {a^-Pv)p'=-<'-

Por tanto, entre las inversas A-, — 1/p, valen las relaciones 

A-= A-,./.* = â  - Pv, 7/ = i ( í - ,+ A g - a (5.2) 

íine justifica el nombre dado a l«»s invariantes 7i y H. 

(>. OtroK inrarianten. — Junto con los anteriores, conviene tener 
en cuenta otros invariantes afines que se definen directamente. 

a) Distancia afín. — Entre dos jtuntos aislados del e8])acio no se 
puede definir una distancia afín. Pero en cambio, sí es posible definir 
la distancia afín de un punto Z a un ])unto X do una superficie dada. 
Bastará, en efecto, tomar como tal distancia una función cualquiera 
<lel volumen del paralelepípedo subtendiilo por los vectores I„ ] , , 
referentes a X y el vector Z — X. Siguiendo a Blascbke {loe. eit., 
pág. 110) tomaremos por di(;lia distancia la expresión 

«• = ( X - Z, I„l,) . (0.1) 

En particular, la «listancin del origen <le coordenadas al punto X 
de la superficie será 

,f = (X, T„ I,). (6.2) 

b) Volumen. — El volumen de un cuerpo es invariante por afini
dades equivalentes. Por tanto debe poder expresarse mediante inva
riantes afines. En efecto, como elemento de volumen se puede tomar 
la pirámide de vértice el origen y base el paralelogramo determinado 
l)or los vectores infinitesimales ],tü', I»a)* de (uigen X. Queda así 

d F = j|(X, I„ I , )ü) 'A ü)» = rjtfdÜ (6.3) 

de manera que el volumen total del cuerpo vale 

IÍMUJ. (6.4) ^ = íí 
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De aquí se deduce, por fyeinplo, que par» un cuerpo cualquiera^ 
si O es un punto interior y wji, w„ son los valores máximo y mínimo 
de la distancia afín w de O a la superficie del cuerpo, se tienen las. 
desigualdades 

tt;„íi<3V<ifj,Q, (6.5) 

donde Q es el área añn. 
o) Otros invariantes ajines. — Siendo n un número cualquiera^ 

para nna superficie cerrado S y un punto interior O cabe conside
rar el invariante 

./„ = I w" (1 

el cual, métricamente, se expresa 

da 

siendo p la distaucia métrica de O al plano tangente en el punto 
cuyo elemento de área métrica es do y K^ es la curvatura de Gauss 
métrica en el mismo punto. En particular, es J„ = área afín, J, = 3 
volumen. 

§ 2. FÓBMULAS INTSaBALES Y A1>LICACIUNKS 

7. Fórmulas integrales y algunas desigualdades para superficies ce
rradas, — Aplicando la fórmula de Stokes que transforma una inte
gral curvilínea extendida a un contorno C que limita una región 
simplemente conexa i^de una superficie S, en nna integral de super
ficie extendida sobre F, se pueden obtener varias fórmulas integra
les. Citaremos algunas de ellas que presentan gran analogía con 
otras conocidas del caso métrico. 

a) Aplicando la fórmula de Stokes se tiene 

í (X Isd») == ((dX I,dX) + j (X dI,dX) 

y sustituyendo los valores (3.2) y (3.3) y siendo a = .ff la curvatura 
media afín, resulta 

í(XIsdX) = -2Q-I-2( j ï t t ;dÜ (7.1) 
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Para H = 0, saperficie mínima afín, esta fórmula uoa da el resul
tado conocido (Biaschke, loe. cit. pág. 182) 

= i í (I,XdX). (7.2) - S I 
Para uua superficie cerrada orientable, considerando la fórmula 

(7.1) para cada celda en que se puede considerar descompuesta y 
sumando se tiene 

ü - j JïiüdÜ, (7.3) 

análoga a uua fórmula bien conocida del caso métrico. 
Como aplicación de la última fórmula, si Hm y ̂ u son los valores 

mínimo y máximo de la curvatura media afín de S, recordando (6.3), 
resultan las desigualdades 

:\H„,V<Q<3HiiV (7.4) 

la primera de las cuales es debida a Berwaid (Bluschke, Un: cit., pág, 
207). 

h) La fórmula de Htokes da también 

í (X Ijdla) = j (dXIgdl.) + ((Xdl.dl,) 
C K F 

<» bien, aplicando (3.2) y (3.3) y poniendo a = ií, a* — p-; = K, 

í (X Isdls) = - 2 í Hdü + 2 j KKáÜ. (7.5y 

Para una superficie cerrada orientable, llamando 

Jtí = I HdQ = integral de curvatura media afín (7.6> 

y escribiendo para cada una de las celdas en que se puede conside
rar descompuesta por contornos C la igualdad (7.6) y sumando, se 
tiene 

itf=jiCM>dü ,7,7^ 
s 

que es análoga a otra fórmula bien conocida (debida a Minkowski) 
del caso métrico. 

Si £m, Kji son los valores mínimo y máximo de K, recordando 
(6.3) esta fórmala da las desigualdades 

32í„V<3f <3/íj,V. (7.8) 
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c) Otras fórmulas inteiifrales se obtienen introduciendo el vector 

Y = I, A I, (7.Í)) 

cuya invariuncin afín es consecuencia de (3.1). 
Se tiene así, aplicando la fórmula de Stokes al contorno ü que 

limita el área F, 

(7.10) 

<le donde, sobre una 8U|)crticic cerrad» N, 

(Ydii = 0. (7.11) 
s 

También 

¡ J, A dX = ( áh A <1X = 2 ( / / Y dii. (7 1.,) 
i; V y 

Kn particular, para las superflcies mínimas afines {H= 0), resulta 

( l , A d X = 0 (-,,3) 

<]ue es un resultado conocido (Blasclike, loe. cit., pág. 182). 
De (7.12) se deduce también que para cualquier superficie cerrada 

orientable S es 
¡ffYdlJ = 0. (7.,4) 

8. AplicaoiÓH a dos carácterizacioneit del elipsoide. — Las fórmulas 
anteriores permiten nna demostración rápida de dos teorennis cono-
«idos de la geometría diferencial afín de superflcies. 

rt) 8i «na superficie convexa cerrada tiene la curratura media afín 
H constante, es vn elipsoide. 

En efecto, siendo H constante, de (7.7) y (7..3) se deduce 

7/Q = ( A'ff di > = H» I ?f dQ 
í« s 

o sea, según (5.2), 
(A-,-*,)»wdíi = 0. 

Tratándose de una superficie convexa y tomando un punto inte
rior a la misma, to tiene signo constante. Por tanto }ci = k^y según 
an resultado de Blascbke {he, eit,, pág. 216), la superficie es un 
«lipsoide. 
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b) Si una nuperfioie convexa cerrada tiene cvrratvra afin K con»-
tante y positiva, es un elipsoide. 

En efecto, suatitnyendo 

en el primer miembro de (7.6), teniendo en cuenta (7,3), resultn, 

i I (^^ - I'^í)' <l" + 1^' í H%v dü = iH [ilCwiMl 
S S 8 

O bien 

y como se iniede suponer w > O en todo punto, por ser la superficie 
convexa, resulta A, = frj y por tanto, igual que antes, la snperfl-
cié es un elipsoide. 

DISCUSIÓN 

UCHASONA. — Su condiciún iiiipneittn ile que !• traiiaformación sea uuiíuodular, 
o Mea ol deterniiuaiite igual a + 1, Mi(;niflca que todaa las ternas tienen un 
sentido fljo. ^Qné cambinrfa en In teorfa si no so hace tal suposición, o bien 
si el valor del determinante es cualquiera f 

ÜANiAi/). — En este último caso resultaría algo seniejante a una geometría pro-
lectiva en el plano. Si se pusiera la condición de qne el valor absoluto del 
determinante fnera 1, sin «specifícnr el signo, esto equivaldría a qne con 
^ada terna tendríamos la simétrica. 


