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CURVAS ALGEBRAICAS Y CURVAS ANALITICAS®!

1.- INTROOUCCION. Sean
%-’xo(z) [ ¥ ’X."L.(ﬁ;) Y “g'“'(z) (10 1)

tres funciones de la variable compleja ¢
.cnsiderando las '~ (%, (40,42} como coordenadas ho
rogéneas Jde los puntos del plano complejo, las ecuaciones
11.1) definirédn una“ourva"en el zismo., Si las funciones
«;(2) son funciones seromorfas de £ , H. y J. ¥EYL dicen
que l2 curva es unz curva meromorfaz**). Bn general, si son
funciones analfticas, la curva se dice que es una curva ana
1{vica. BEn ambos casos, por tratarse de coordenadas homogé-
neas, hay que convenir en que las curvas mzq(t) 23 (L)
8on siempre una mism2, cualquiera que sea el factor 4(b)£0
Toda curva anelfitica estd definida sobre cierta superfi-
cie de Riemann R. Las ocuaciones (1.1) definen entonces una
ccrrespondencia biunivoca entre los puntos de R y losdela
curva, Cuando la superficie de Riemann R es compactz, la
curva es algebraica, Sit varia unicamente en una regién
de R ,. tendremos una "parte® o pedazo de curva anali‘uca.
Representarenos siempre por 4 al complejo conjugado deaw
Aprovechando que las coordenadas X; son homogéneas, 8o pug

*) Trabujo expuesto y discutido en el Seminario Uatemdtico en 1951
**)H. y J. WEYL, Meromorphic curves, Ann., of Math. vol.39, 1938. Tem
bién H.TEYL, Meromorphic functions and analytic curves, Annals of
Mathematios Studies, n®12, Princeton 1943,
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den siempre suponer norpalizadas de manera tal que sea
C(RR)E ARt Xy Ky v A g A g™ | (1.2)

con 1o cual las X; quedan determinadas salvo un factor uni
nodular o'

Supuestas las coordonadas normalizadas de esta maners,
B.CARTAN ha demostrado®) que poniendo

46 - [drodi) [andi)i[dndz,]  (13)

o] valor absoluto de la integral doble

]
633z Sd.«G (1.4)

_extendida sobre una ocurva algebraica cualquiera, coincide

oon el grado de la misma., Bn (1.8) los paréntesis cuadrados
indican que el producto de los diferenciales es un producto
exterior®®)

Puesto que 1a integral (1.4) tiene sentido para cualquier
ourva anal{tioa, no necesariamente 2lfebraica, ella pernmite
definir el "grado® de una curva analitica. Ademds,. limitan-
do el campo de integracidn, ella permite también definir ol
‘grado” de una parte de ourva analitioa o algebraica, Aun-
que introducido de otra manera este grado coincide con el y
tilizado por H. v J.¥EYL v por L.V.ABLFORS en su teoria d¢

*)E.CARTAN, Sur les invariants integraux des certain espaces homo;e -
nes olos et les proprietds topologiques de ces espaces, Ann. de la
00, Polonaise de Math.. vol, B, 19%..

*¢) Sobre el producto exterior de formas diferencisles ver, vor ej. E.
OARTAN, Les systemes differentiels exterieurs ot leurs upplicutions
géométriques, Hermann, Paris 1945
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curvas merosorfas (lugar citado en (¢°). Bstos autores uti-
1izan esta definicién de grado para generalizar,. en olerta
panera, a las curvas meromorfas y anal{tioas las férmulas
de Pliicker de las ocurvas algebraioss,.

Nuestro objeto en esta nota es generaligar a ourvas analf
ticas o a partes de ocurvas algebraiocas el oldsico teorema
de Bezout. Bl teorems a que llegamos es el siguliente:

Sean y dos ocurvas analiticas (o dos partes de cup
vas algebraicas) de grados Ui y Gy respootivanente..ngii
derando C, fijay C, de posicién variable (en el sentido
que se ospecificard) el valor medio del numero de puntos oo
sunes 2 C, y Cg para todas las posiociones de Gs es siem-
pre igual al producto de los grados G: y Gy .

Para l1a demostracién necesitamos transforsar la expresién
(1.8) en otras equivalentes y ademds unas nociones sobre el
grupo unitario que vamos a8 dar & ocontinuacidan.

2.~ DIVERSAS EXPRESIONES DEL "GRADO" DE UNA CURVA ANALITICA

Hemos definido el “grado® de 1a ocurva (1.1) por la integral
(1.4) ouando las ecuaciones paramétrioas satisfacen a la
ocondicidn de normalizacidn (1.2).

B general si ests ocondicién no se ousple bastari poner

x&‘& (2.1)

y entonoes el grado serd el cociente por 2%i de la expre-

sién
aoJaxaR ) [ax, dR]+ [ax, a%)

Un simple célonlo a partir de (2.1) permite esoribir esta
oxpresidn en la forsa
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{2 A x4
ac=—" [at ai] (2.2)

donde & A x’ indica el vector de componentes

Mgy~ Rg Xy |, KgXp~XoXy y NoXi-%y%o

y los scentos indican derivadas respecto del pardmetro 2
Las barras verticales indicen médulo,. por ejemplo,

xits (xR)

Otra féraula, a veces til,  para 4G es la sigduiente. Sea
% de coordenadas (- xqy,%x,,%X, }, un pusto de la curva, So-
bre 1z tangente en x tomemos un punto < tal que

(c@)=1{ (£x)=0 (2.8)

Por estar 4dx sobre la tangente sers

dry oS+ p.Ci ARy TR+ By (2.4)

donde, segin (1.2) y (2.8) ec y 4 son foraas de Pfaff defi
nidas por

‘o = (R AnY S L dx)
Do (2.4), por multiplicacion exterior se deduce

a6} [ana)« (< =]+ (4]
Siendc oCe-oc y po- tanto B&]'-o . queda finalmente

A6 ~[(Zdx) (cA )] (2.5)

que es la nuevs forma buscada pars d.G
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3.- EL GRUPO UNITARIO: SU ELEMENTO DF VOLUMEN. Recordemos
que 8se llaman transformaciones unitarias del plano coamplejo
%o,y ,Xe on 8i misro, a8 las definidas por ecuaciones 1li-
neales y homogéneas

,,‘;-_é ab xy (1=012)  (2.1)

M

tales que dejen invariante la forsa ( xX ) definidas en
(102)0

Esto quiere decir gque los coe(;eientes Alt satisfacen a
las relaciones

(a* &) {2 abad - & (2.2)

stendo &i*0 81 kR#Eh vy &, =1

Todas las transformaciones unitarias forman el grupo uni-
tarto 1

Es inmediato comprobar que el grado G definido por (1.4)
es invariante respecto las transformaoiones del grupo U pro
piedad muy dtil para evaluar el grado de ciertas curvas,
pues pereite colocarlas en posicién adecuada para que el
céloulo de G resulte practicable. Por ejemplo, para unareg
ta, bastars tomarla en una posicidn particular, por ejemplo,
coincidente con el eje x,= 0 . Sus ecuaciones paramétricas
gerdn entonces

%::' ) %,’-0 N ’X,z‘t

y por tanto, segun (2.2), el grado de l2 parte tel que

asiti=p< & , vale

ca_‘_j"j" 2ipdpd® _ 6*-a?
2T, Jalo (1462 T (1+ar)(4+6Y)
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Para =0 , ®%:=:00 Se tiene toda la recta y resulta G =1
como debe ser.

Sea A una transformacién del grupo U. Ella queda defini
da por 1la matriz (@) de los coeficientes de (3.1); de ma-
nera que podemos poner A= (u&) . Para medir un conjunto
de transformeciones hey que definir una medida invariante
en I [fsta medida se define facilmente siguiendo un método
general que sirve para cualquier grupo lineal y homogéneo.
Basta observar, en efecto, que la matriz ! duU es invariap
te por oualquier operacién ume de U En efecto

(o ) (Mo tt) = ' ¢ Mo Aal = 1! it

En el caso actual, dadas las relaciones (3.2), la metriz
ares la transpuesta de la conjugada & (cuyos elementos son
los conjugados de los de av ) y por tanto la metriz Al es
la(m‘) con los elementos

g -j}oat daf = (atdak) (3.3)

tenemos as{ 9 formas diferenciales awk invariantes respeg
to las operaciones de U (son las componentes relativas del
grupo segin la nomenclatura de E.CARTAN). Como U depende de 9 pa
ragetros reales, tenemos asi que salvo un factor constante,
ol elesento de volumen invariante del grupo U serd el pro-
ducto exterior de las fornas'w‘ﬁ. 0 8gea,

dIGu'ﬁTMnt]'.("o"- =01 2) (3.4)

con las awk dadas por (3.3).

4.- EL TEOREMA DE BEZOUT PARA CURVAS ANALITICAS. Sea Cy una
ocurva analitica fija y C. otra mévil que vamos a transforsar



por las operaciones de ) . Representaremos por st Gy 2 la
transforzada de Cs por la operacién av de U Observenos
que consideramos el grupo unitario U completo (no el drupo
unitario "especial®™) y por tanto hay infinitas transforma-
cionesar (todas las de 1a forma fPu=(pak) siendop(t)
una funcidén arbitraria) que dan la mismaar Gg, puesto que
las coordenadas my son homogéneas. Sin embargo esto no iy
porta para nuestras consideraciones.

[1anandoN (Ci N 41 C;)al numero de puntos comunes a Cy ¥
aLCg, variable con au, nuestro objeto es calcular el yalor
pnedio de N al considerar todas las transformaciones.ay, va
lor medio que calculzremos con la densidad (3.4). Debemos,
pués,  caloular la integral

'Su (CACr) A Bu (4:1)
AV

extendida 2l grupo U.

Observenos que en (3.3) los at pueden considera fse cono p
puntos analiticos de coordenadas no-homogéneas (Qg tL. tLg)
Se llaman puntos anal{tioos porque, al considerar coordena
das homogéneas,  a oada uno corresponde un Solo punto geomé
trico (de coordenadas homogéneas.ad , at , ak ) pero a cada
punto geométrioo corresponden infinitos puntos analfticos
(los que tienen las ocoordenadas proporcionales a las de eg
te dltimo).

Por oomodidad de notacidén, llamemos ahora X ,¥ ,Z a los
tres puntos analiticosd® , @’ , a” . Las condiciones (8.3)
se escribirén

(XK)=(YV)=22)1  (XV)=(\Z)-(YZ)-0  (4.2)

¥ la densidad (3.4) tomard la forma desarrollada
a8, - [[XaX) (TdX) (24X XAV (TAY) (43

(24Y)(Xd2)(YaZ)(ZdZ)|
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La transformacién A ,. definida por los puntos analiticos
X.Y ., Z puede considerarse como la transformacién de U
que lleva los puntos anal{ticos (1.,0.,0), (0.1,0),{0.0,4)
sobre X, Y ,Z respectivamente.

Puesto que solo nos interesan 1as AL tzles que AL Cz tie-
ne punto comin con Ci, podemos elegir siempre por X un
punto de la interseccién de C, y wCp . Tomemos entonces
Y sobre 12 tangente a uwCz; en X y Z queda ya definido
por las relaciones (4.2).

Sea § el punto en que la rectzaYZ corta & la tangente
aGi en X ., Se cumpliré entonces también

(88)=1 (sX)-0 (§x).Q-o (4.8}

De scuerdo con la expresién (2.5),: puesto que (Y d X) +
(XdY)=0 por ser ( XY ) =0 vy solo interesa el valor
absoluto, es

4Ge= [(VaX) (Rav)]

donde a6z indica 12 expresién (1.3) referida aC: .
Ademds, puesto que sierpre vamos 2 tomar X sobre lz2 our-
va Gy, es

dX=cCX+AS
donde o= (XdX) ,  B=(85dX) De aqui

(Z4X) = p(ZS) (zdX)- A(82)

¥y por tanto

[(2ax) (z4%)] = (z8) (82) [(5 ax)(8aX)]

)

.(25) (82) 46y



nio Gy indica 1a oxpresivn (1.2) refzrida a la curva
C

Para c2lcular 12 interral (4.1, exteniida a todo el Zru-
so U observemos en primer lurar que pcniendo Xg= fi e
es

(XdX)= 5 (f, g+ i i d i)

=0

y como ( XX ) ’_2f’i“ se tiene 3 [{AR=0 y por

tanto extendiendc 1a intecracién a todos 1es valores posi-
bles de las variables o0 sea O£ £°0; 0%, < 2T se
tiene

((Xax)=2m; (4.5)

Analogarente
{(YaY) = f(Zdz)=2Ti (4.8)

Para tener la integral de los demds factores que figuran
en (4.3) falta nallar 1a integral

I-{(ZS)(32)(Ydz)(24dY)

Para ello, como X,Y, S estdn en linea recta, tomemos
ésta como eje %0 y § ocoincidente con el origen(0,0,1)
Sedun (2.5) vy (2.2), ponlendo Z(t,04) . L=-peit . es

[(Vaz)(ZdV)] =_L‘(_*'_f_’%t;l= 21;(%:1}%;‘“

Para calcular (ZS ) ( §Z ) debemos normalizar Z de na-
nera que sea ( 77 ) ={ 3asta poner

Z(EN1pE, 0, 1/N1sfE

Queda entonces
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(Z8)(82) ‘—ﬂ"'f'i’

¥y por tanto

(Y 2ipdpd? . .
I'Lg: .—(%%T—“Wh (4.7)

Al recopilar los resultados (4.5), (4.8), y (4.7) tendre-
mos la integral de d &,. oxtendida a todas las posiciones
en que a1 Gy tiene punto comin con Cy , pero contando cada
posicién tantas veces como nurero de puntos comunes tienen
las dos curvas. [larando N(CinaC.) 2 este nimero, re-
sulta

S” d By = 32T G, 6, (£.8)

Por otra parte, es sabido que el volumen total! del Zrupo
uniterio U, medido con la densidad (4.2), vale 32T° sieg
pre se entiende en valor absolute,como resulta al hacer m=2
en la formula general pare el grupo n-dimensionel

™4 (211".’)“
Aot (-1

Vol. grupo unitario -

Por tanto queda que el valor rmedio del nimero p vale

ﬁ=G.Gg

Bsto es lo que quer{amos demostrar.

5.- 0BSERVACION. Bl presente trabajo fué expuesto en el Se-
alnario de Iatenttioa_s de la Facultad de Ciencias Fisiooma-
temdticas de la Universidad Nacional de La Plata que dirige
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el Dr.Carlos Biggeri, Durante la discusidén del mismo, el Dr.
Biggeri hizo l2s siguientes sugerencias y puntualizaciones
que agradezco y que tal vez puedan ser objeto de ulterior
deszrrollo,

En primer lugar el Dr.Carlos Biggeri observa que con las
notaciones

g moont by, a8 =An; fu/S =By, 8t =(xR) (h=0.4,2)
1a expresién del grado de 1la parte o regién de curva analf-

tioca correspondiente & los valores del pardmetro complejo A
pertenecientes a un dominio D se escribe

6= {o} A dBy

puesto que

[A(Ac+18L) d{Ac-184)]=-2i[dA, 48]

Si D represente o) contorno de D , zplicando la férmy
la de Groen a la integral doble anterior se tiene taabién

6 =3 §,, 5 (BudAc-AcdBy)

o bien, introduciendo 1as partes real ¢ imaginarias =<y, A

de x4 ,d,ﬁ“
IR TR

Bsta expresidén del grado mediante una integral curvilinea,
dada por el Dr.Biggeri, es muchr3 veces util y odmoda para
el cdloulo efeotivo,

En segundo lugar observa con razdn el Dr,Biggeri que al
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considerar una "parte” de curva analitioca hay que tener cui
dado en dar una definicidn bien precisa de la misma, pues

proocediendo con ligereza se pueden ooasionar gonfusiones, To-
meros , oono ejemplo, el ya considerado en el N°3 en el cual
pare sisplifioar los cdlculoss supondremos ahora =0 . Con-

siderando el ejs complejo %y definido por las ecuaciones pa
randtrioas

Xo wq ' Xy =0 3 Xg o

1a refion del mismo definida por los valores de £ tales
que O<|t/« & hemps visto que ten{a por grado

&S
Gf';m (6.1)

En cambio si se supone el mismo 3je definido por las ecua
cliones
&%

”0" ) ’xg.'o ) ’x;.=‘*‘

(& real, & pardmetro complejo), a primera vista podria pa
recer que la misma regién anterior estd definida por

04£|%|<£ 00

T, a.T

z €023
Sin embargo es evidente que no es asi; la regién primeramep
te oonsiderada oorresponde a valores de ¥ tales que

(&)
(1+4%)

os' £8, 00%27

que no o8 la misaa definida por
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a m
<|&5|£ - O & —
0%|8]£e0 2 ) 7
Expresando ambas reyiones mediante el pardmetro ¢ , la pri-
mora regidn es 1la del ofrculo-it{ < & ; la segunda la del
ofroulo ocuyo didmetro es ol segmento 0 ,; & . Por tanto, el
grado de la segunda regidn es

o [ S 7 - rwee) 0= 3 (1 175)

Bste grado tiene una clare {nterpretacidn ceondtrics, que
no posee (5.1), lo czuel no tiene nada de particular puesto
que se trata de dos regioges 4istintas del eje complejo xa

Adends, el Dr.Bid¢Zeri d2 otras definiciones de la nocidn
de grado.

FMnalnente, el Dr. Bicgeri seiiala que el resultado de
B.CARTAN, a saber el (1.4), es una consecuencia de results
dos oldsioos de KRONECYER v de PICARD {expuestos en el pri
mero y segundo tomos del Tratado de este dltimo).

La Plata, Octubre de 1951
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