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CURVAS ALGEBRAICAS Y CURVAS ANALÍTICAS*' 

1 . - INTRODUCCIÓN. Sean 

'"«-'Xoí*) I o t . -a i í t ) k ot^-ottC*) (1.1) 

tr !S funciones de la variable oonpleja t 
jcnslderando las •»'i>{*>i (4/.0,1,2) COBO coordenadas ha 

vogéneas de los puntos del plano complejo, las ecuaciones 
(1.1) definirán una "curva"en el l i sno. Si las funciones 
•»A(t) son funciones «erouorfas de t , H. y J. ÍSTL dicen 

que la curva es una curva neronorfa**). Bn general, si son 
funciones analíticas, la curva se dioe que es una curva ana 
l í t i c a . Gn anbos casos, por tratarse de coordenadas hoiogé-
neas, hay que convenir en que las curvas <ifi = <|(t) «¿(t) 
aon sieapre una oisna,cualquiera que sea el factor/^(t)/O 

Toda curva analítica está definida sobre cierta superfi­
cie de Rienann R. Las acuaciones (1.1) definen entonces una 
correspondencia blunívoca entre los puntos de R y los de la 
curva. Cuando la superficie de Rienann R es oonpacta, la 
curva es algebraica. Si * varía únicamente en una región 
de R ,' tendreíos una "parte" o pedazo de curva analítica. 

Representárenos sieipre por ¿L al conplejo conjugado de/O/ 
Aprovechando que las coordenadas OLJ, son honogéneas, se pus 

*)'nrabMJo espussto y diaoutido en el Scninu-io Uatanátioo en 1951 
' •) H. y J. HKÏL, Heroaorphio curve», Ann. of 'J»th. vol. 39, 1938. T* 

bien H.TÜYL, Heroaorphio funotiona «id «nalytic curve», innal» of 
Uaithai»tio« Studie», n'lS, Princetoa 1943. 
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daa slMpre saponer norval Izadas da lanera tal qa« sea 

('X*)s**ào+x,x,TX,·*,-1 (1.2) 

oon lo oual las ti quedan deterilnadas salyo nn faotor ual 
•odulap **̂  

Supuestas las ooordoaadas noraalizadas de esta laaera, 
I.CARTAN ha deiostrado*) que poniendo 

el valor absoluto de la integral doble 

J A G (1.4) 
ÍITi 

extendida sobre una curva algebraica cualquiera, coincide 
oon el grado de la l i s sa . Sn (1.8) los paréntesis cuadradoŝ  
indican que el producto de los diferenciales es un producto 
exterior**> 

Puesto que la integral (1.4) tiene sentido para oualquior 
curva analítica,' no neoesariaaente ali^ebraioa, e l la perr.ite 
definir el "grado* de una curva analítica. Adeiás,' limitan­
do el caipo de integraoidn, el la peralte tanbión definir ol 
"grado* de una parte de curva analítica o algebraica. Aun­
que introducido de otra lanera este grado coincide con el u 
til izado por H. y J.1ÏYL y por L.V.AHLFORS en su teoría do 

*)E.CARTAN, 3ur leí invarimti intetU'Mx de» oert<d.n eapaoea homogé­
nea oloB et les proprietrfs topolofiiques d« oa» etpaoes, Ann. de la 
Soo.: PolooaÍM de Uath.. vol. 8.199. 

**) Sobre «1 producto exterior de fonuM diferatoiales ver, por «J.ü. 
OARTiM, Le» «yetaie» differentlela erttleur» et leiir>m>plici»tioM 
H<OBétriquBg, Uemaon, Paria 1945. 
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curvas aeroaorfas (lagar oitado «n (**). Istod autores utl-
lizaa esta deflnioión de grado para generallKar,' en oierta 
•añera, a las ourvas seroiorfas y analíticas las fòraulas 
de Plüoker de las ourvas algebraioas. 
Huestro objeto en esta nota es generalizar a ourvas anal4 

tioas o a partes de ourvas algebraicas el olá.sioo teoreaa 
de Beaout. SI teoreta a que llegaios es el siguiente: 

Sean y dos ourvas analItioaa (o dos partes de ouç 
vas algebraloas) de grados Oi y 0¿~ respeotivaaente. Consj 
dorando Ci fija y Ct deposición variable (en el sentido 
que se especificará) el valor aedio del ndaero de puntos og 
•unes a C< y Ct para todas las posiciones de Ct es siea-
pre igual al producto de los grados ^* y Oy • 

Para la deaostraoiòn neoesitaaos transforaar la expresión 
(1.8) en otras equivalentes y adeaás unas nociones sobre el 
grupo unitario que vasos a dar a oontinuación. 

2.- DIVERSAS eXPRCSIONCS OEL 'GRADO* DE UNA CURVA ANALÍTICA 

Betos definido el "grado" de la curva (1.1) por la integral 
(1.4) ouando las eouaoiones paraaétrloas satisfacen a la 
condioión de noraalisaoión (1.2). 

la general si esta oondicidn no se cuaple bastará poner 

"^^^ (2.1) 

y entonces el grado será el cociente por 2Ki de la expre­
sión 

On «iaple cálculo a partir de (2.1) peralte escribir esta 
expresión en la fona 



- 497 -

^^' *I^|* [<''*^^] (2.2) 

donde * A ot' indioa el veotor de ooiponentes 

y los aoentoi indioaa derivadas respecto del paráietro t 
Las barras vertloales ladlo&n itfdulo.' por ejeaplo. 

Otra fórtula, a veces ütil.- para 4ÍG es la siguiente. Sea 
k de coordenadas ( «o>?-i«^t U ^^ PUQto de la curva. So­
bre la tangente en « toieíos un punto /o tal que 

l4¡Z)'t (/C'x)»0 (2.8) 

Por estar 'd/'i sobre la tangente será 

donde, según (1.2) y (2.3) «c f js son foraas de Pfaff def1 
aldas por 

De (2.:4)t' por lultiplioacion exterior se deduce 

Siendo oCai-óc y por tanto [fc«c] «O . queda finalaente 

que es la nueva fona buscada para <tG 
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3.- EL GRUPO UNITARIO: SU ELEMENTO DE VOLUMEN. RecordeíOB 

que 86 llaian tranafomaolones unitarias del plano ooiplejo 
''̂.''''•i .^« en si nlsBO. a las definidas por ecuaciones li­
neales y tiODOgéneas 

Ttl'-t-o-i-H íi.0 12) (S.l) 
ft.e 

tales Que dejen invariante la fona ( 'x% ) definidas en 
(1.2). 

Esto quiere decir que los coeficientes <CLt satisfacen a 
las relaciones 

(-a*.á*')»t"aí>¿fr-^C (2.2) 

siendo átt"0 si k^h y Sui^^i 
Todas las transfomaciones unitarias forman el grupo uni­

tario II 
Es innediato conprobar que el grado G definido por (1.4) 

es invariante respecto las transformaoiones del grupo U prg 
piedad luy útil para evaluar el grado de ciertas curvas, 
pues pernite colocarlas en posición adecuada para que el 
cálculo de G resulte practicable. Por ejeiplo, para uñares 
ta, bastará tonaría en una posición particular, por ejetplo^ 

oolQcldente con el eje <x., - O . Sus ecuaciones paraiétrloas 
serán entonces 

y por tanto, segün (2.2), el grado de la parte tal que 
iCtáltl-fí*- . vale 
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Para >a=0 , &-=oo se tiene toda la recta y resulta G »1 
COBO debe ser. 

Sea xi/ una transformacldn del grupo U . Ella queda definí 
da por la natriz (/CL·i) de los coeficientes de (3.1); de ma­
nera que podemos poner Aiy=(<ii;) . Para medir un conjunto 
de transformaciones hay que definir una medida invariante 
en U Esta medida se define fácilmente siguiendo un né'todo 
general que sirve para cualquier grupo lineal y homogéneo. 
Basta observar, en efecto, que la matriz 4ji7'./<iues Invarlaa 
te por cualquier operación ÁÍQ de U En efecto 

( Al« AJLY* <i(ÁtoÁh) = AJb'* A£¿ ÁJLO 'OL·XL·S At'< AÀJU 

gn el caso actual, dadas las relaciones (3.2), la Mtrlz 
A^es la transpuesta de la conjugada jjl (cuyos elementos son 
los conjugados de los de 41.) y por tanto la matriz AC\tU/es 
la [«101̂ ] con los elementos 

/UTA* -^^^ ^ a i - (aA*L<<t*) (3.3) 

l-eneíos asi 9 formas diferenciales /Wx^ invariantes respeg 
to las operaciones de t (son las componentes relativas del 
grnpo según la nomenclatura de E.CARTAN). Oomo U depende de 9 p¿ 
r&ietros reales, tenemos así que salvo un factor constante, 
el eleiento de volumen invariante del grupo (j será el pro­
ducto exterior de las formasoirA o sea, 

<LZj^-^<wi^]Xi,k'Ol 2) (3.4) 

con 1 as í%irt* dadas por (3.3). 

4.- EL TEOREMA OE BEZOUT PARA CURVAS ANALÍTICAS. Sea Ci una 

curva analítica fija y Ct otra ffl(Jvil que vamos a transformar 
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por las operaciones del) . Representarenos porjuCí a la 
transfcriada de Ct por la operaoldn AL· ie V Obsérvenos 
que oonsideranos el grupo unitario U oonpleto (no el grupo 
unitario "especial") y por tanto hay Infinitas transforna-
clone84i/(todas las de la forma f-^'if'O'^) siendo/>{*) 
una función arbitraria) que dan la nlsnaAji'Ct. puesto que 
las coordenadas nti son hOBOgéneas. Sin embargo esto no 1̂  
porta para nuestras consideraciones. 

LlaiandolSI (C| A >U/Ca)al niiiero de puntos comunes a C« y 
>u-C», variable con *L , nuestro objeto es calcular el valor 
medio de H al considerar todas las transformaciones>U/, va 
lor ledlo que calcularemos con la densidad (3.4). Debemos, 
pues, oaloular la integral 

\K (C,A>U/C«) /A 5A*, (44) 

extendida al grupo U . 
Obsérvelos que en (3.3) los pueden considerarse oomo p 

puntos analítioos de ooordenadas no-homogéneas i ' O ^ . ^ t . o i ) 
Se lisian puntos analítioos porque, al considerar ooordena 
das hoiogéneas,' a oada uno corresponde un solo punto ¿eoi¿i 
trlioo (de ooordenadas boBOgéneasxx^ t <í\ , aJjf ) P^^o & o<̂ da 
ponto geoté<trioo corresponden infinitos puntos analítioos 
Clos Qne tienen las ooordenadas proporcionales a las de ea 
te dltiBo)^ 
Por ooiodidad de< notación, 11 aneaos ahora^x tY>'Z a los 

tres puntos analítioos^tff ,41/ . <af . Las oondioiones (3.3) 
se esoribirin 

(«X)-(YY)-(z2)-< (\S)-í\¿)^{\2)-0 (4.2) 

y la densidad (3.4) tonará la forna desarrollada 
dS^ ' [(X-dX) (?-dX) (2d\} {%A\) (?<tY) 4̂̂ 3, 

{lAY) (5C<tZ)(?-AZ)(Z<lZ)J 



La transformación'** , definida por los puntos analíticos 
X» V , Z puede considerarse COBO la transformación de L) 
que lleva los puntos analíticos (1..0.0}. (0.1,0 ),(0.0,l ) 
sobro X» V ,Z respectivamente. 
Puesto que solo nos interesan las^U/ teles que Ai-Cj tie­

ne punto conün con C< , podemos elegir sieopre por X un 
punto de la intersección de C, y Ai/Ct . ToBeíos entonces 
Y sobre la tangente a AX/CZ en X y Z queda ya definido 
por las relaciones (4.2). 
Sea S el punto en que la rectaYZ corta a la tangente 

a Ci en ̂  .Se cunplirá entonces también 

(S8)-l (SX)-O (§X)-0 (4.4Í 

De acuerdo con la expresión (2.5),' puesto que (Y>ClX.) + 
(X-etY) -O por ser ( )CY ) "O y solo interesa el valor 
absoluto,' es 

AGt- [(Y4tX) {%^yj] 

donde «tGt indica la expresión (1.3) referida a Cj . 
Además, puesto que siempre vaios a tomar X sobre la our-

va Ci , es 

donde <<-(X4l/X) ^ j8-(S>d/X) Da aquí 

(Z-dX) =/(ZS) ^ (Zd/X)=^(§Z) 

y por tanto 

[(?4lX)(Z<lX)]= (Z8) (SZ) [(S-dXUS-ctX)] 

.(2S)(Sz)4lGi 



.•::io -ttGi indica IP. oxpresión (1.3) referida a la curva 

i'ara csisular la inteíTal (4.1) extenüda a todo el ?.ru-
po L) obsérvenos en priner lu^ar que poniendo Xf̂ * ĵ ^ .̂6'̂ '*^^ 

es 

K--0 
(5UX) = Í(^<if^Uf^-<ifO 

y oonio ( \ \ ) " ^ / ^ • ' í se tiono X ^ x l ^ = 0 y por­
tante extendiendo la integración a todos Irr. valores posi­
bles de las variables o soa O^f\^d:°o , O^f^í^ 2K se 
t iene 

í,(X-«lX)=2Tr¿ (4.5) 

Analogaiente 

f (Y-dY)-J(Z«LZ)=2irA (4.6) 

Para tener la integral de los denás factores que figuran 

en <4.3) falta hallar la integral 

I-{(ZS)(SZ)(Y<1Z0(2<1/Y) 

Para ello, coio ̂  ,^, S están en línea recta, toienos 
ésta 0010 eje *<"0 y § ooincidente con el orid[ea( 0»0,l) 
3eíún (2.5) y (2.2), poniendo Z(t,0,t) . t-f^*-^ .es 

Para calcular ( Z S ) ( S Z ) debeaos aonallzar Z de Ba­
ñera que sea ( ZZ ) »1 3a8ta poner 

Queda entonces ' » » » / * 
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7 por tanto 

Al recopilar los resultados (4.5), (4.6), y (4.7) tendre-
•08 la integral de «tSju. extendida a todas las posioiones 
en que jU/Gt tiene punto ooDiin con Ci , pero contando cada 
posioidn tantas veces cono nüsero de puntos oonunes tienen 
las dos curvas. L-laiiando M(C«A>U/Ct) a este nüiero. re­
sulta 

JN 4/5^=32Tr«G,G, (4.8) 

Por otra parte, es sabido que el voluten total del ̂ rupo 
unitario U , nedido con la densidad (4.3), vale SJÍTT'̂  siei 
pre se entiende en valor absoluto, ceio resulta al h'icer(Tt«2 
en la forsula general para el grupo n-dlrenslonal 

Vol. grupo unitario - il —7; — 
f^-* {h-i)\ 

Por tanto queda que el valor leedio del nüaero N vale 

Ñ » G. Gt 

Bsto es lo que queríalos deaostrar. 

5.- OBSERVACIÓN. Bl presente trabajo fué expuesto en el Se-
•Inarlo de llateBátioas de la Facultad de Ciencias Fisiooia-
teiátioas de lá Universidad Nacional de La Plata que dirige 
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el Dr.Carloa Biggerl. Durante la dlsoualón del lino, el Dr. 
Biggeri hizo las siguientes sagerenoias y puntualizaoiones 
que agradezco y que tal vez puedan ser objeto de ulterior 
desarrollo. 

Bn primer lugar el Dr.Carlos Biggeri observa que oon las 
notaciones 

ot^.ocfcf Í / K » «^/«"Afcj/^/í-Bfc , <5«-(a^) (ft.0.4,2) 

la expresión del grado de la parte o región de ourva analí­
tica correspondiente a los valores del pará«etro ooiplejo A 
pertenecientes a un doninio D se escribe 

G-?íot̂ Ĥ B|. 

puesto que 

[díAfctABO -d(Afc-lBfc)]-2i[4tAfc4lftt] 

Si dD represente el contorno de O , aplicando la fórsu 
la de Groen a la integral doble anterior se tiene taabién 

o bien, introduciendo las partes real e iBaginaria8<^<k,. A> 
de «iv 

^^^Joo? 5» 

Bata expresión del grado tediante una integral curvilínea, 
dada por el Dr.Blggeri, es luohr.s veces útil y oóioda para 
el cálculo efectivo. 

Bn segundo lugar observa oon razdn el Dr.Biggeri que al 
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oonsiderar una 'parte" de ourva analítloa hay que tener cul 
dado en dar una definición bien precisa de la Bisaa. pues 
prooedieado oon ligereza se pueden ocasionar confusiones.To-
•eios , ooBO ejeiplo, el ya considerado en el N'S en el CUAI 
para siiplifioar los cálculos supondreíos ahora /a>0 .Con­
siderando el eje conplejo <»« definido por las ecuaciones pg 
raiétrioas 

la re;',ion del lisio definida por los valores de t tales 
Qua 0 ^ | t [ é ^ heips visto que tenia por fírado 

G«77i> (6.1) 

Kn oaibio si se supone el lisio eje definido por las eoua 
olones 

«o-i j «,.-0 j «,=----

(iQ: real, 1̂  pariietro ooiplejo), a priiara vista podría pa 
recer que la lisia región anterior está definida por 

Oé\Z\éoo 

sin eibargo es «vidente que no es asi; la reglón prlieraieQ 
te oonslderada corresponde a valores de W tales que 

que no es la iisia definida por 
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o*|s|¿-o , -ï ¿ e é ^ 

Ixprssaado aibas reglones ledlante el paraietro >t , la pri-
i«ra reglÒD es la del oíroulo Itl £ 6' ; la segunda la del 
oíroulo oa70 diátetro es el sei^iento 0 ; ̂  • Por tanto,' el 
(!rado de la secunda regida es 

^••ïíí^iï^'ia<-ï7^U)<^4(' 

Este gpado tiene una ol%r«. Interpretación íoosétrioa, que 
no posee (5.1), lo sual no tiene nada de particular puesto 
que se trata de dos regiones distintas del eie cosplejo»» 

Adelas,' el Dr.Bi^geri da otras definiciones de la nooidn 
de grado. 
Finaliente, el Dr. Biggeri señala que el resultado de 

B.CARTAN, a saber el (1.4), as una consecuencia de resulta 
dos olisioos de KROSECKBR v de PICARD (expuestos en el prl 
aero y segundo tonos del Tratado de este dltiio). 

La Plata, Octubre de 1951 

o 


