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iNTROm CTION 

Le premier problème de la Géomélrie intégrale a étó celui 
(l'obtenir les d densilés» pour varietés linéaires de l'espace 
cuclidien à n dimensions E„, c'est-à-dire, généraliser à l'espace 
n-dimensionnel les densités pour mesurer des ensembles de 
droites ou de plans de E , , densités bien connues dans la théo-
rie classique des Probabililés geomètriques et qui avaient élé 
(lonnécs d 'une maniere «yslématicjue par E. Carian [4 ] . La 
condition d ' í t rc invariantes par rapport au groupe des dépla-
cements determine ees densités à un facteur constant pros. 

Celte généralisation à E„ a été faite par Blaschke [1] et 
aussi, pour le cas non euclidien par Petkantschin [9] et MüUer 
[8] (voir aussi [11]) . Ces densités obtenues, le problème se 
pose de calculer la mesure de quelques ensembles particuliers; 
par exemple la mesure des varietés linéaires r-dimensionnelles 
ÍJ," (nous dirons r-espaces) qui coupent un corps convexe 
donné de E„. Cette mesure, que nous noterons par IL", est liée 
h Tinlégrale de la courbure moyenne d'ordre r — 1 de la sur-
face du corps convexe par la formule (3-7). 

Les invariants H," donnenl lieu fi deux sortes de formules 
intégrales : 

o) Soit K""' la projeclion du corps convexe K" sur une 
variélé linéaire L V , . A. partir des invariants H, ,""' de K""' on 
peut obtenir H," moyennant les formules equivalentes (2-8), 
(2-11); c'est-à-dire: H," apparaít comme une sorte de valeur 
moyenne des H,_,""' si l 'on considere la projection de K" sur 
I ous les L"„^, de l'espace ; 

b) On peut considérer aussi les corps convexes 

K ' = K " n L . " , 
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interaeclion de K" avec un r-espace Lr". A partir dea inva-
ríanls H,' de K' on peul obtenir H," moyennant la formule 
(5-3); c'est-à-dire, H," apparall aussi comme une serle de 
\alcur moyenne des H,"" si l'on considere toutes les intersec-
lions K"nLr" (U" variable). 

Après la densité pour varietés linéaires, la « densité ciné-
mntique», a joué un role fondamenlal dans la Géomélrie inté
grale, c'est-à-dire, la densité pour mesurer des ensembles de 
figures congruentes. Dans la deuxième parlie de cel exposé 
nous rappellerons ce qu'on appelle la «formule fondamen-
tale » et nous en ferons, à titre d'exemple, une applicalion ò 
l'obtenlion d'une limite supérieure pour le nombre de cubes 
ou de sphères (à n dimensions) suffisantes pour couvrir un 
domaine de E, de la connexion de la sphère. 

I. PREMIÈRE PARTIE 

1. D E N S I T É S POl'R VARIETÉS UNÉAinEB DAISS E , 

Dans le plan euclidien la densité pour des ensembles de 
points est égale à I'élément d'aire. c'est-à-dire, à la forme dif-
férentielle extérieure 

dP = dxAdy. (1-1) 

Pour mesurer des ensembles de droites R, si p est la dis-
tance de R à l'origine et «p l'angle de la nórmale à R avec 
l'axe x, on a la densité 

f/G = rfpAd». i 1-2) 

Dans l'espace E,, les densités pour les ensembles de 
points, plans et droites sont, respectivement, 

dV^dxAdyAdz, (1-3) 
dE =^ sin H dH/\dç/\dp = dOjAdp , 0-4) 

f/R = sin O rfOArf'f Ad;AdA = dO,Ad;Adr,, {1-5) 

oü dOj = 8Ín9d9Ad<p est I'élément d'aire sur la sphère de 
rayón unité correspondant aux directions 8, <p (directions nor
males à E dans (1-4) et paral·leles à R dans (1-5); p est la 
distance du plan E à l'origine; I, vj sont les coordonnées du 

. point d'intersection de la droite R avec un plan normal à R, 
prises dans un système d'axes rectangulaires dans ce plan. Ces 
densités, qu'on considere toujours en valeur absolue, sont 
bien connues et ont été la base de la théorie classique des Pro-
babilités geomètriques (voir, par exemple, le liyre de Deltheil 
[61). 
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La généralisation à E, se fait de la maniere suivante : 
Soit Lr" un r-espace ou variélé linéaire r-dimensionnelle 

de E, . Pour r = 0, la densité est égale k l'élément de volume 
de 1'espace, 

í/L„« = (ir,/\dx2A •• A(lx„ . (1-6) 

Pour 0 < r « ^ n — 1, nous allons premièrement détermi-
ner la densité pour r-espaces qui passent par un point fixe O, 
espaces que nous désignerons par L"r[o]. soient e,, Cj, ..., e, 
n vecteurs orthogonaux de module unité et origine O. Si le 
repère (O; Cj) peut tourner autour du point O, les vecteurs e, 
seront fonctions des coordonnées curvilignes Uj, Uj, ..., u»_i 
des points de la sphère (n — l)-dimensionnelle de centre O 
et rayón unilé. Considérons les formes de Pfaff 

0.,"=. —(.) , ' = r,. . í;c,. (1-7) 

La densité pour les L\[o] determinés par e¡, Cj, ..., e, est le 
produit exiérieur (loujours consideré en valeur absolue) 

dL,[„i« = [nw,''] (1-8) 

avec 

i = l, 2 r ; h = r + l , r + 2 n . 

En considerant les LVr[o] determinés par Cr+i, e,+2, ••., €„, 
on trouve la dualité 

"Lr[(,] == aL„_r(o] . ( 1 - J ) 

Par exemple, pour r = l , la densité pour des droites qui 
passent par O, s'écrit 

dL,[„,« = u,.'A<-i'A ... A w." (1-10) 

oü le second membre, eu égard à (1-7), est égal au produit 
de n — 1 elements linéaires orthogonaux de la sphère (n — 1)-
dimenstonnelle unité de centre O, c'est-à-dire, est égale à l'élé
ment d'aire de cette sphère, que nous désignerons par dO,,_i, 

dL.ioi" = dO„_, = u).'A<-.'A - A«-i". (1-11) 

D'une facón plus genérale, pour la densité des r-espacés 
L"r(,) qu¡ contiennent un L," fixe (q<C''·^^ — 1). ^n suppo-
sant L," determiné par O, e,, Cj, ..., c, el L",[,] par L," plus les 
vecteurs e,+,, e,^¡,, ..., e,, on a 

dL,[„-= [ n v ] , (1-12 

avec 

1 = 9 + 1, ..., r ; h = r - f 1, ..„ n . 
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Soil maintenant un r-espace L," general. Soit LVrto] le 
(n — r)-e8pace orthogonal à L," passant par l'origine O et soit 
(iiT,_, l'element de volume de LVr[oi correspondant au point 
«l'inlersection de L\_r[o] ü\ec L,". Si L",(o] représente le r-espace 
parallèle à L" par 0, la densité pour les ensembles de L," est 
donnée par 

dL," = ííí„_,ArfU,„;. (l-i:n 

On peut voir ¡mmédialemenl que (1-13) conlient (1-2), 
(1-4), (1-5) comme cas parliculiers. 

On demontre que ces densités (1-8), (1-12), (1-13) soni 
invariantes par rapport au groupe des déplacements de E,, 
propriélé qui les definit à un facteur constant pres. Pour la 
démonstration voir [1], [11]. 

2 . QUELQUES FORMULES liNTÉGBAlES 

Soit 0 un point fixe de E„ et considérons un r-espace 
L\[o) ( ! < ' ' • < " — 1) passant par 0. Soient e,, Cj, ..., c, 
r vecteurs orthogonaux de module unité contenus dans L\(oi 
et considérons l'hyperplan L"„_,(o) normal à e, par 0. Si L",_,to] 
designe l'interseclion de L"r[o] avec LVitoi. en vertu de (1-8) 
la densité des Lr_ito)*~' dans LVnoi est 

fíL._„,„—= [lito,-] (2-1) 

avec 

í = 2, 3 r ; h = r-\-l, r + 2, ..., n . 

De (1-8), (1-11) et (2-1) on déduit 

dL,to,"A«.'Aw,»A ..• A^i' = dU_no-r-'AdO,_, (2-2) 

ce qui s'écrit, en designant par dOr_, l'élément d'aire sur la 
sphère unité (r—l)-dimensionnelle qui contient les vecteurs 
^ 1 t ^ 2 » • • • > ^ r I 

(íL,„,i"AdO,_, = dL,_uo)«-'AdO._. . (2-3) 

En multipliant cette égalité successivement par dOr.j, 
dO,_s, ... et en appliquant chaqué fois la méme formule (2-3), 
on oblient 

dL,[o]'AdO,_.A ••• ArfO,_, = dU_,(„]"-''AdO._,A ... AdO._, . 
(2-4) 

Pour q = r—1, en tenant compte de (1-11), on a 

dL,(,„«AdO,._,A ... ArfO, = dO„_,A ... AdO,_ , . (2-5) 

En integrant cette égalité sur loutes les demi-sphères 



MESURE DES ESPACKS I . I N É A I R E S 1 8 1 

0,_i, 0,_2, ..., Oi (ce qui équivaul à considérer les L"r[o] non 
orientés), on trouve que la mesure totale des r-espaces qui 
passent par un poinl jixe O, a la valeur 

/ 
rfL„„" = -^"-'^"^^^^:^^-. (2-6) O n - . O - a - O , 

"2 0 . . , 0 . , . . . 0 , 

oü O, représente l'aire de la sphère i-dimensionnelle 

'+J 

La formule (2-4) peul servir pour obtenir ccrtaines rela-
tions entre la mesure H," des L," qui coupenl un corps con-
vexe donné K" el les mesures anàlogues pour les corps con-
vexes K""', qu'on obtient par projection orthogonale de K" 
sur les (n — q)-espaces qui passent par O. 

Soit K""' la projection de K" sur l'hyperplan L"„_i orllio-
gonal à Cl (vecteur dont la direclion correspond à l'élément 
d'aire dO,_i); K"~' la projection de K"~' sur le L„_2"'' de LVi 
orlhogonal à c, (vecteur dont la direction correspond à l'élé
ment dOn-i), c'est-à-dire, la projection de K" sur le LV2 
orthogonal à Ci et Cj; ..., K""' la projection de K" sur 1'espace 
L",-, orthogonal à Ci, Cj, ..., c,. Si <T«_, représenle le volume 
(n — q)-dimensionnel de K""', en multipliant (2-4) par »„-« 
el en tenant compte de (1-13) on obtient 

H/ = (0,_.. ...O, ,)-• J H „ . / - M O „ , . . A . . . AdO„., (2-8) 

oü Hr.,""' représente la mesure des Lr_,"~' contenus dans 1'es
pace linéaire orthogonal à Ci, Cj, ..., c, qui coupent la pro
jection K""' de K" sur le méme espace. L'intégrale est élendue 
à toules les sphères de rayón unité On_i, ..., 0,,_,. 

La formule (2-8) esl valable pour l < r < n — 1, 
0 < q < ^ r — 1. Pour q = r, en appliquant directemenl (2-5), 
on a 

H." = (2 0._, ... O . ) - J «r,_,dO, ,A ... AdO„_, (2-9) 

oü l'intégrale est élendue à toules les sphères On_i, . . , 0,_,. 
En vue de ce que nous considérons les L," non orientés, 

l'intégration de (2-5) devrail étre élendue aux demi-sphères 
0,_,, ..., O,.,; néanmoins, il esl commode de considérer les 
sphères completes, ce qui donne lieu au facteur 2 dans le déno-
minaleur de (2-9). 
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Le cas r = l, qui reste exclu de (2-8) et (2-9), se trouve 
directement de (1-11) et (1-13) 

H," = yJ<T._,dO,_, (2-10) 

oü l'intégrale est étendue à toute la sphère 0„_i. 
La formule (2-8), en tenant compte de (2-4), et en faisant 

l'inlégration de (/Or_i , íiOr_2 dO, en maintenant fixe 
L"r[oj. peut s'écrire 

H." = o z r r è " /"' '""'̂ «̂""" 2̂-11) 
oü l'intégrale est étendue à tous les L",[o] et H^V*. designe 
la mesure des (r — q)-espaces contenus dans l'espace L",., 
orthogonal à L%[0] qui coupent la projection de K" sur L'.^^. 

3. LES INVARIAMTS H," 
ET LE8 COURBURE8 MOYENNE8 D ' U N C O H P S C O N V E X E 

Nous allons comparer les mesures H," des ensembles des 
r-espaces L," qui coupent un corps convexe K" avec d'autres 
invariants de K" deja considerés dans la littérature. 

Bonnesen el Fenchel [3, p. 49] utilisent les Iravers exté-
rieurs (Qxiermassintcgrale) W," : une sorte de valeurs 
moyennes des volumes des projections de K" sur les espaces 
L",̂ .r. Pour ees W,", en applíquant successivement la formule 
suivante de Kubota [3, p. 49], 

W,- = - ^ ^ - f W,_.-'rfO„_. (3-1) 

on obtient 

W," = - „ " ~ . ^ f W._,-<'dO._,A ... AdO._, (3-2) 

et, pour q = r, 

W/==-^^Q-^5¿—-^ J «r._,rfO, .,A ... A dO,., (3-3) 

oü les intégrales sont étendues aux sphères 0„_,, ..., 0«_,. 
La comparaison de (3-3) avec (2-9) donne 

' " ' 2(71 — r ) 0 , _ , . . .O, ' • ^ ^ 

Si l'hypersurtace qui limite K" a des courbures princi-
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pales finies on peut considérer les intégrales de la courbure 
nfïoyenne d'ordre r (r = 0, 1, 2, ..., n — 1) de K", definies 
par 

M/ = — — - - f S,í/=r (.-i-S) 

("7r 
ou Sr est la r™' fonction symélrique élémenlaire des n — 1 
courbures principales et d<i designe l'élément d'aire de l'hy-
persurface de K"; l'inlégrale étant élendue à cette hypersurface. 

Les W," el Mr" sont liés par la relation [3, p. 63], 
M, ," = /,VV/. (3-6) 

On a done 
0 „ ^ . - 0 „ 

2(n — r ) 0 , _ , . . .O, 

Par exemple, moyennani les M/, la formule (2-11) s'écrit 

M.» = - ^ - ^ ' - i ^ " 5 '- f M,_,"- 'dL„,- (3-8) 
^-'n-^ ••• ' - '«-a- I J 

oü MrV~' designe l'intégrale de la courbure moyenne d'ordre 
r—q de la surface du corps K""', projection de K" sur l'espace 
de dimensión n — q orthogonal à L'',(o] • L'intégrale est éten-
due à tous les L%[o]. 

Pour q = l, (3-8) s'écrit 

M," = 7 r — f M,_."'"r/0„_, (3-9) 

qui é(|uivaut à la formule de Kubola [3, p. 49]. 

4. CAS PARTicuMKns 

Considérons les cas n = 2, 3. 
a) n = 2. Soit K* une figure convexe du plan. Si le con-

lour de K* a une courbure finie en tout point, on déduit de 
(3-5) Mo' = u = longueur de K'; M,' = 2ir. La formule (3-7) 
nous donne alors H,* = mesure des droites qui coupent 
K' = longueur, resultat bien connu. 

b) n = : 3 . Soit K* un corps convexe de E». En suppo-
sant que la surface de K* a des courbures principales finies en 
tout point, on a Mo* = F = aire, Mi* = M = intégrale de la 
courbure moyenne; M2' = 4Tt. (3-7) donne 

H.» = ^ F . H,»=M. (4-1) 
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Soil K' la projcction de K* 8ur le plan orthogonal à la 
direclion définie par l'élément d'aire dOj et soient a l'aire 
et u la longueiir de K*. Les formules (2-9) et (3-9) nous 
donnent 

f jrfOj = TtV , r urfOj = 2 T:M , (4-2) 
Jo, Jo, 

formules bien connues [3, p. 67]. 

5 . AUTRES FORMULES INTÉGRALES 

Nous avons déjà oblenu la mesure totale (2-6) des L\[oi. 
Pour obtenir la mesure totale des L%[,] qui passent par un L," 
fixe (q<Cr), il suffit de couper L," par un L",_, orthogonal ; 
si 0 est le point d'inlersection, chaqué L"r(,] est determiné par 
l'espace I ",[„](! L'"„_„(oi et par conseqüent la mesure de tous les 
r-espaces qui conliennent l'espace fixe L," est égal à la mestire 
de tous les (r^—q)-espace8 contenus en L",-» et qui passent 
par 0. La méme formule (2-6) nous donne done 

On-,-, . . .O. 
- t ) r ^ , - | . . . Oi 

Soit L," un espace linéaire contenu en Lr" (</<C'')· 'V 
partir de (1-12) et (1-13) on obtient facilement la relation 

fíL/AdL', = rfL%ArfL,[„«. (5-2) 

Soit K" un corps convexe de E„ et évaluons 1'intégrale de 
(5-2) élendue à tous les L," qui coupent K* et à tous les Lr" qui 
contiennent L,". Dans le premier membre, 1'intégrale de dL,'' 
nous donne la mesure H/(K'*nL,") des Lg'CLr" qui coupent 
l'intersection K"n Lr". Dans le second membre, l'intégrale de 
í/L"r;<,i ^ í'l valeur (5-1) el l'intégrale de dL," est la mesure H„" 
des L," qui coupent K". Nous avons done la formule 

H/ (K»nLr") dw = 2 ' o Z : ~ 7 ^ "'" ^^'^^ 
oü l'intégrale est étendue à tous les L," qui coupent K". 

Avec les invarianls M," la formule (5-3) s'écrit 

Par exemple, pour n = 3, r :=2 , q = 0, nous avons: 
Mo' = u = longueur de la courbe inlerseclion du plan Lj' avec 
K'; Mo' = F = aire de K'. La formule (5-4) donne le resultat 
connu 

adL/ = - ^ F . (5-5) 

J 

/ 

/ 
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6. GÉNÉRALI8AT10N \ E , D ' U N E I N É G A L I T É DE MlISKOWSKl 

Soit K" un corps convexe de E, . Soient K"~' la projection 
de K" 8ur un espace L"„_i orthog^onal à la direction délerminée 
par dO».,; K"~' la projection de K""' sur un espace L,_2''-'C 
LVi orthogonal à la direction correspondante à dOn_2, •••> 
K' la projection de K' 8ur un plan orthogonal nux direclions 
déterminées par dOn_i, dO„^2, ..., d02. 

Pour chaqué direction dO^i il y a un cylindre Z" cir-
conscrit à K"; considérons le plus petit cylindre de révolu-
tion qui contient Z" et soit R, le plus petit rayon de ces 
cylindres correspondant à toute direction dO„_i. D'une façon 
analogue nous considérons le plus grand cylindre de révolu-
tion qui est contenu dans Z" et soit r, le plus grand rayon de 
ces cylindres pour toute direction dOn-i. On a R, > r , . Avec 
les mémes définitions pour les corps K""', K""' K' nous 
trouvons la suite 

K ^ R„-, ̂  ... ^ R2 ̂  r, ^ ... ^ r„ , ^ r„ . 

Pour toules les valeurs de p, telles que ''2 ̂  p <^ Ra, on a 
l'inégalilé suivante de Bonnesen 

pu — / — T t p ' ^ U (6-1) 

ou u est la longueur et / l'aire de K' [3, p. 112]. 
A.vec les notations du n° 4 cette inógalité s'écrit 

?H, ' — » j — T T s ' ^ O . (6-2) 

En mullipliant par dOjAdOjA . . AdO„_, et en inte
grant sur loutes les sphères respectives, les formules (2-8) et 
(2-9) donnent 

2 ?0„_2H„_." - 4 H„..2" - ?^0„_ ,0„_2 > ü . (6-;j) 

L'existence d'une valeur de p qui salisfait h cette inéga-
lité montre que l'on a 

O„..2(H._.") ' -4O„_,n„_2"^0 (6-4) 

ou bien, en introduisnnt les intégrales de la courbure moyenne, 

( M . _ , - ) ' - O . „ , M „ _ , " ^ 0 . 

C'est la généralisalion connue [3, p. 92] de l'inégalité 
classique de Minkowski M* — 4 T t F > 0 pour n = 3. 
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U. DEUXIEME PARTIE 

7. LA PENSITÉ CINÉMATIQI E 

Le concepl de densilé cinémalique a élé introduït par 
Poincaré [10, p. 141] et esl devenu une des idees les plus 
fécondes de la Géométrie intégrale. 

Considérons, comme inlroduction. l'espace Ej . La posi-
tion d'un corps mobile Qi est déterminée par la position d'un 
repère (P ; e,, e,, e,) invariablement attaché à Q,. Pour fixer 
la position de ce repère il suffit de : 

a) Fixer 1'origine P ; soil dP l'élénienl de volume corres-
pondant à ce point; 

b) Fixer la direction du vecteur c,; soit dOj l'élément 
d'aire sur la sphèrc de rayón unité correspondant k cette 
direction ; 

c) Fixer la direction de Cj; soit dOi l'élément d'arc sur 
le cercle de rayón imité du plan normal à Ci. 

La densité cinématique, qui sert à mesurer les ensembles 
de positions de Qi (c'est-à-dire les ensembles de figures con
gruentes ou ensembles de déplacements) est la forme différen-
tielle, prise en valeur absolue 

dG = dPAdOsAdO, . (7-1) 

Cette densité est bien déterminée, à moins d'un facteur 
constant, pour la propriété d'ótre invariante par rapport au 
groupe des déplacements de Ej [2]. 

Soit Qo un corps fixe de Ej . Supposons que Qo et Q, sont 
limités par des surfaces deux fois différentiables. Soient: F, 
les aires et Mi les intégrales de la courbure moyenne des sur-
faces de Q,; V, les volumes et X, les característiques d'Euler-
Poincaré de Q, (i = l, 2). Si X(QonQi) représenle la carac-
téristique d'Euler-Poincaré de l'intersection QoPiQi, la «for
mule fondamentale» de la Géométrie intégrale est 

/ 
'/- (QOHQ,) dG = 8T,' ( / , V„ + /„V,) -f 2 «(F.M, + F,M„) 

(7-2) 
oü l'intégrale est étendue à toutes les positions de Qi. Pour 
la démonstration, voir [2]. 

Si les surfaces de Q, ne sont pas suffisamment régulières, 
les M, peuvent se calculer en certains cas en considerant le 
corps parallèle à distance e et en faisant £—>0. Par exemple, 
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si Qo esl un polyèdre convexe dont les aretes ont les longueurs 
a, et les angles correspondants sont (pi, on trouve 

Mo = y N a,(« —(p,). '7--5) 
t 

Si Qo se réduit à une courbe de longueur L, on trouve 
M„ = irL. 

La généralisation à E, ne présente pas de difficultí. Un 
corps de E» est determiné par un repère (P ; d , Cj, ..., e,); si 
dP représente l'élément de volume dans E„ correspondant au 
point P et si dOn.1, dO,_2, ..., dOi sont les elements d'aire sur 
les sphères de rayón unité, respectivement de dimensions 
égales à n — 1, n — 2 1 sur lesquelles se meuvent les vec-
teurs e,, e»_i, ..., e,, la densité cinématique est 

dG = dPAdO„_,ArfO„^,A .-. AííO, . (7-4) 

Soient Qo, Q, deux corps de E„. La généralisation de la 
formule fondamentale (7-2) est 

J / (QonQ,) r fG = 0, . . .0 ._ , (V, /o + VoX,) 

n—2 

+ o, ... o.,., - ^ ^ ( ^ 1 1 ) M,"»M,.,_,<" (7-5) 

oü Mk"", Mfc'" sont les intégrales de la courbure moyenne defi
nies au n" 3. Pour la démonstration voir [6] et pour la géné
ralisation aux espaces de courbure constante [11]. 

Les invariants M» pour polyèdres convexes peuvent se cal-
culer en considerant les hypersurfaces paral·leles à distance e 
et en laisant E—>-0. Par exemple, pour un cube d'aréte a, on 
trouve 

Nous allons faire une application de la formule (7-5). 
Considérons E, divisé en un réseau de cubes Ao > A.,, ..., 

d'aréte a (par exemple moyennant des hyperplans parallèles 
aux hyperplans de coordonnées). Soit T, la translation qui 
amène A, sur Ao, c'est-à-dire A,=:Tr'Ao. En prenant Qo = Ao, 
le premier membre de (7-5) peut s'écrire 

J / ( A . n Q , ) d G = S J 7.(AonQ,)rfG (7-7^ 

PCA, 

oü P e A, indique que le point P de (7-4) doit étre iniérieur 
au cube A,. 
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En faisant dans (7-7) le changement de variables 
P—>-Tr'P et en lenanl compte de l'invariance de dG par 
déplacements, on trouve 

JX(A„nQ.)dG=^y: J'/-(A,nTr'Q.)dG . 

Nous avons aussi 

X(A„nTr'Q.) = '/-['i'.(AonTr'Q.)] = 'x.(T,\„nQ,) 
et par conseqüent 

J/(A„nQ.)dG= J r/.(T,A„nQ,)dG. (7-8) 
P€A„ 

Celle formule nous dit que en appliquant (7-5) à Qo = A» 
et Qi, on peut supposer que P reste toujours dans A, à condi-
tion de subslituer à X(AonQi) la somme des caractéristiques 
d'Euler-Poincaré de toules les intersections A^piQi. 

Soit N le nombre de cubes A, qui ont un point au moins 
en commun avec Q,. Si Qi esl une sphère topologique, Xi = 1, 
on a N ^ S X ( A ( n Q i ) et par conseqüent la valeur moyenne 

i 

du nombre des cubes qui ont des points en communs avec Qi 
satisfait à l'inégalité 

J NdG j2/(A,nQ,)dG 
£At ^ P £ A„ N = P^^» < ^^^" , (7-9) 

dG 
PÉAO PÉAO 

En tenant compte des valeurs 

/ 
dG = a«0,Oj.. .O,_, , /„ = X, = 1, Vo = a", 

P€Ao 

de (7-8), (7-5) et (7-6) on déduit 

On peut done énoncer le resultat suivant: 

Tout corps Qi qui possede la connexion de la sphère pevU 
se couvrir par un nombre de cubes d'arete a inférieur ou égal 
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flu second membre de (7-10), oü Vi est le volume et M,'" les 
intégrales de la courbure moyenne de la surface de Qi. 

Pour n = 2, en posant Vi = / = aire de Qi, Mo'" = u = 
longueur du conlour de Q,, on a 

résullnl donné par Hadwiger [7]. 
Pour n = 3, on a 

V, , 3F , , 3M, 
N ̂  1 + o' ' i a' ' 2«rt 

En considéF»nt les sphères de rayón r = | L l a cir-

2 r 
conscrites aux cubes A, et en posant dans (7-10) a = -p=r , on 

]¡n 
trouve : 

Tout corps Qi de E^ de la connexion de la sphère peut se 
couvrir par un nombre de sphères de rayón r qui est inférieur 
ou égal à 

n—2 

]« < l - l - -Li -a«"- | í—> r*:^ M '" 
i'» = i -t- 2-^"" ^ 0._, /,\h + l) (h + 1) 2"+V+'"*"-='-" • 

A.O (7-11) 
Par exemple, pour n = 3, on a 

Si, au lieu de cubes on considere d'autres subdivisions 
de I'espace, on peut améliorer les inégalités precedentes. Pour 
le plan voir [71. Les formules (7-10), (7-11) se trouvent dans 
[12]. 
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