
Sobre Sa medida del CJonjunío de figiBras 
convexas congruen tes contemSdas en e! in ter ior 

de un rec tángulo o de un t r iángulo 

L. A. SANTALÓ 

1. I N T R O D U C C I Ó N . Pa ra fijar én el plano la posición 
de figura convexa K, que se supone móvil de manera in 
deformable, hay que dar la posición de un p u n t o P (%, y) 
invar iablemente unido a K mas el ángulo V de una rotación 
a! rededor de P. 

Determinada la posición de K yior estas coordenadas x, y, 
"P, se sabe que para medir un conjunto de posiciones de K o , 
lo que es lo mismo, un conjunto de figuras congruentes con 

/ í , se toma la integral, ex tendida a! conjunto, de la forma 
diferencial. 

• dK - dx dy d<p. (1:1) 

Esta medida es la l lamada ¡nedida cinemñlica en Geometria 
In tegral (') 

(1) Ver W. BL. \SCHKE, Wx/esíi/igei) Ühcv Inlcgiulgecimeiii-.x. Leip/.ig 
uiid Beiliii, lilHG, píig. 20. 
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Por ejemplo, si se supone una figura convexa fija K<, de 
área Fg y longitud Lg , la medida ' del conjunto de p o s i 
ciones de otra figura convexa K "de área F y longitud L, 
en las cuales tiene punto común con Ko (o sea K- Ko ^ 0), 
se demuestra que vale ( ' ) 

m ÍK. KO i^ 0) - fdK=2i:{F+Fo)+L Lo- (1.2) 

En cambio, si en lugar de la medida del conjunto de p o 
siciones de K para las cuales es ¡K- KQ "f^ O , sea quiere 
la medida de! conjunto de posiciones de K en las cuales ella 
está contenida en KQ (O sea K C" K^) , salvo los casos t r i 
viales en que esta medida sea nula^ ya no se puede dar una 
fórmula general simple como la ( 1 ' 2 ) . Dicha medida de las 
posiciones en las que K está contenida en el interior de, K^ 
debe ser calculada en cada caso par t icular y en su expresión 
intervienen nuevos invar ian tes de K y Ko d is t in tos del área 
y la longitud. 

El objeto de esta no ta es buscar la medida del conjunio de 
posiciones de K en las cuales es interior a KQ, , en los casos 
en que 7¿"„ es un rec tángulo . De ellos deduciremos, además, 
algunos problemas de probabi l idades geométr icas. 

2. CASO D E L R E C T Á N G U L O . Consideremos un r ec t án 
gulo fijo R de lados a , b y una figura convcsa móvil K 
cuya función de apoyo re.specto de un punto interior P sea 

p ^ P {&). (2 .1) 

(2) W. BI/A9CHKI5. loe. sit. pàg. 3 » 
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Esto significa que p (9) es igual a la d is tancia del pun to 
P a la tangente a K normal a la dirección del s e m i n a y o de 
origen p que forman con ot ro tomado como origen el ángulo 
6. Sea PA esta dirección, invar iablemente unida a la figura 
K, t o m a d a como origen de los ángulos 6. La función p {6) es 
periódica de periodo 2ir (fig. 1) 

Ya hemos dicho en la introducción que la posición de K 

queda de terminada por la del p u n t o P (A:, y) , mas el án-
Rulo (p de una rotación alrededor de este pun to . Como ángulo 
<P t omaremos el que forma la dirección PA , unida a la figu-
K , con la dirección fija de los lados de longi tud a del rec tán
gulo dado R. 

Fijemos primero <p y consideremos " t r a s l ac iones" de K-
Se observa que el rectángulo r (v) circunscri to a K y que 
tienen los lados paralelos a los de R , t iene por longitudes 
de sus lados 

P\ V W pi--~iv~<p] ; p{-<p)-{-p{v-<p) 

y por t an to el área r ( <p ) de este rec tángulo vale (^) 

c <P) = p[~-<pyp[-^ p[-<f) + p(ir-<p) .(•2.2) 

( 3 ) Incliíraiiios i i id i s i in t ; i i i i e i i t e |)ni- r (<í) el r e c t á n g u l o y su á r e a I< 
ctu.il lu ' (Uiede (ICMBÍOIIHI- c o n t u s i ó n . 

105 



ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS EXACTAS, FÍSICAS Y NATURALES 

Al considerar únicamente traslnciones de À" , el conjunto de 
posiciones en que esta figura queda en el interior de R coin
cide con e! conjunto de posiciones en que el rectángulo r (¡p) 
es interior a R y. por tanto el área cubierta por el punto P 
en todas estas posiciones i'ale. 

b - p — <P¡~p 

a - p { — tp) - p {ir — (p) (2.3) 

Si alguno de los dos factores de este producto es negativo, 
ronsideremos que el producto es cero. 

Por fíinfo, para medir el conjunto de posiciones de R en 

tas cuales es interior a 7?, según (I.I) habrá que tomar la 

integral respecto de (p de la expresión (2.3) , o sea, 

2if 

m (K C R) - ¡ ei ip I dx dy »« 

-í b~ p • tp ]-p \ it-ip 

2, 
a'p(-<fi}-p(if-',p) d<fi 
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y de aquí, teniendo en cuenta que para cualquier valor de 
ve vale la fórmula conocida. 

2v 

p {<P + a) d<p ~ L (2.4) 

<londe L es , la longitud del contorno át K, y recordando 
•(2.2) , resulta 

m [ K C R) = 2 ir a b — 2L.{ a + b) -f 

-V I r {<p) d<p . (2.5) 
y 6 

Este resultado se puede enunciar.: 

Dado nna figura tonvexa K cuya función de apoyo sea la 
\2.1) y Jín rectángulo R de lados a, b , si los dos factores del 
producto (2.3) son siempre positivos para cualquier valor de <p, 
la medida del conjunto de posiciones de K en las eriales está con-
•tenida en el interior de R. está dada por (2.5), siendo r {tp) el 
úrea del rectángulo circimscrko. a K que tiene dos lados parale
los a la dirección (p.. 

3. CASO PARTICULAR. El resultado (2.5) toma uira 
lorma simple en el caso en que K sea una figura convexa 
de anchura constante. 
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L l a m a n d o h a esta anchura constante , vale para tocio va 
lor de <p , 

h ^ p {<?) + p {<p\-ïï) (3.J) 

y además se sabe que es L = r /i , lo cua!, por o t ra p a r t e ; 
es una consecuencia inmedia ta de (2 .4 ) . I 'or t an to en esre 
caso es 

m ( / f C i?) =• 2T ab- 2 L f a + 6 ) + 2 w h*. (3.2} 
En par t icu lar , si K es un círculo de radio p bas ta rá sus 

t i tuir h — 2 p 

4 . A P L i C A C I O N A P R O B L E M A S D E P R O B A B I L I -
D.'VDES G E O M É T R I C A S . Supongamos el plano dividido en 
rectángulos congruentes de lados a, b formando la red de la 
figura 2. 

Una figura convexa K de anchura cons tan te h, tal que 
/; < a y li < b , colocada al azar sobre e! plano puede 

ocupar tres tipos de posiciones, a saber, l o . no cortar ningnn.T 

recta del reticulado; 2o coi ta r a una sola rectaj 3o cor tar a 

dos rec tas . 

Vamos a calcular la probabil idad dé cada caso. 

Considerando como equivalentes las posiciones de À ' q n c se 
deducen una de otra poi- una traslación del piano que s u p e r 
ponga toda la red sobie si misma, la medida de posiciones 
distintas de K sera 

2 ir a b • (4.1) 
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pues to que el p u n t o P puede moverse a toda área de un l e c -
tángulo de te rminado de la red y en cada posición el ángulo <P 
puede variar entre O y 2^ Es ta medida se compone de la 
medida m^ de las posiciones en que K no corta a n inguna 
recta de la red, o sea, es inter ior a los rectángulos , mas la me 
dida mi de las posiciones en que corta a una sola recta, mas 
la medida H!^ de las posiciones en que corta a dos rec tas . 
Po r t an to (4.1) se puede escribir 

wo + nii + OT2 - 2u a I (4-2) 

y , segiín (3 .2) , se tiene también 

mo -=27r a b - 21, h ( a + 6 ) + 2 r̂ Jfi. (4.3) 

P a r a obtener una tercera relación ent re m^, m, , Wz 

•debemos recordar una fótmula conocida de Geometr ía I n t e ^ 

gra l . Ella es que, l lamando « al námero de puntos de vn 

tersección del contorno de K con las rectas de la red de 

i-ectángulos y considerando la integración -extendida a todas 

las '.posiciones dis t intas de K es (*) 

í n dK - 4 L iaVü) « 4 r M , . ^ & ) . (4-4) 

Prescindiendo de bis poskio-nes ^n que K es tangente a 
a lguna recta de la red, que son posiciones excepcionales de 

^^ S J : Ahl,..ull,,n.,e,. aus ,1em Mnlheuualisclves Scm.nar d e r H a n -
sischcii Universitat, Vol, XI I I , 1!)40. 

— 109 -



ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS EXACTAS, FÍSICAS Y N A T U R A L E S 

medida nula , en (4.4) es ÍÍ = 2 parà las posiciones en que 
K corta a una sola recta y n =^ 4: para aquellas en qué corta 
a dos rectas; Por tanto la expresión (4.4) se puede escribir 

2 »Mi H-4 Wg = 4,Tr'h (a-fb). (4.5) 

De! sistema de ecuaciones (4-2), (4 3) y (4.5) se deduce 

mo = 27r a6 - 2w,h (a + b) •+ 2v h^ 

m, — 2jr /;. (a + b) — 4:V h^ (4.6) 

W2 =^ 27r h^. 

Dividiendo en cada caso por la medida tota) m se puede 
finalmente enunciar: 

Dibujada sobre el plano una red de reciángnlo congrucJjtes de 
lados a, b ifig- 2), las prohabilidades de que el contorno de 
una figura convexa de anchura cojislante h { h rúenor que a, b) 
arrojada al azar sobre el plano no corte a ninguna recta de la 
red, o corte a una o dos de ellas, valen, respectivamente: 

Po 

P , . = /, + „ 2 (4-.7) 
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SOBRE LA MEDIDA DEL CONJU N T O DE FIGURAS ¡CONVEXAS 

•' . a b • • • • ; • • ' •-'• 

, S i . so lo sei quiere la probabi l idad de .pue .K covte a ;a lg i i -
«la recta de la red, se iá . 

I • • 1 , ¡i^ 
1, , _ p „ = /, ( + — N . . (4.8) 

) a b .1 ob 

5. CASO DEL TRIANGULO. Consideremos aliora la mis

ma figura convexa K de antes y un t r iángulo EFG fijo d e 

área T (fig. 3). - >. 

La dirección PA que fija la posición de K alrededor 
del p u n t o P la determinaremos por el ángulo ip que ella 
forma con el lado FG del tr iángulo dado . 

Queremos hallar la medida de las posiciones de K eii las 

cuales es interior al triángiiln EFG. P a r a ello;; debemos 

calcu\Hr la integral de la expresión {1.1). Igual que en el 

caso del rec tángido, figemos primero el ángulo <p y, . .conside

remos únicamente " t r a s l ac iones" de K-

Fijado <p , consideremos el iriáng\ilo E'F'G' circunscrllo.-
a K y de lados paralelos a EFG. iin todas las posiciones 

da K i iS t ' : i i l a s u')r trasbicuin' en las cuales esta figura 
está contenida en el t r iángulo EFG , tamliién el tr iángulo 
E'F'G^- e s t a r á . con ten ido en el EFG y recipr.ocam.eiité. . Ade
más él á rea cubierta por el p u n t o P en este conjunto de . 
traslaciones es ii.|.u;il al área cubierta por otro piiii.to, cunlquie.ra,-. 
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por ejemplo el E' , invariablemente unido a K. Pero el 
área cubierta por E' en todas las posiciones en que el t r i 
ángulo E'F'G' está contenido en el EFG es el área del 
triángulo EEiG¡ de. la figura, construido tomando Í"JB)=^F'JE' 

y GGt = G'G' . 
Veamos de calcular el área Ti del triángulo EE\Gi en 

función del área T de EFG y del área t de E'F'G' . 
Supondremos que ' el triángulo E' F'G' es siempre menor que 
el dado EFG, o sea, que Tj tiene siempre un valor positivo. 

3e tiene 

EEj 

EF 

de dondí 

r , EF-EEt F'E' 
1- " ' 

T EF FE 

y por tanta 

s/ T ~ ^t = V 7̂ 1 
de donde 

?ï " T + í -- 2 ^y Tt 

La illtima rai/T cuadrada desaparece iiitroduciefído eí plè'̂  
ríraetio X del triángulo E' F' G' y el perimetro L úeí 
triángulo EEG . En fefecto es 
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, 0 . a . . . . , M.OXOA OK. COHJ.KXe O . . ^ G ^ _ _ C O N V E X A S 

y por lo tanto 

r 
X J/r, = -

Por consiguiente (5.1) se puede escribir 

r , tr: T + / - 2 — ^ • 

(5.2) 

(5.3) 

En está expresión T y L son constantes mientras que 

* y X son ¡Funciones del ángulo. <p . 

• La integración d é l a expresión (5.3) ! para calcularla me-

'dida délas posiciones de K en las Cuales está contenida en 

•el interior del triángulo EP'G dará según lo dicho-

• 2 * • 

{K ^ÈFÓ) =í Tt dip 

o sea, sustituyendo el volor (5.3) 
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(5.4) 

O 

Este rasul tado se puede enunciar : 

Sean dados tina figura convexa K y iin-.triángulo EFG. 
Para cada direccíóit ¡p se puede circunscribir 'a K un trián
gulo semejante al EFG qne tengan uno de sus lados paralelo 
a la dirección <p ', sea i (<p) el área y X (¡p) el perinietr^o de 
este Iriángnlo. En el supuesto de'- que todos' estos ti-'iángulos, al 
variar tp, sean siempre menores que el E F G , la medida del 
conjunto de posiciones de K en las cuales está contenida en el 
interior del triángulo EFG, està dada por {5.4) siendo T el 
área y L el perimstro del triángulo EFG. 

6. CASO P A R T I C U L A R Y A P l j p A C I O N . A lUN P R O 
B L E M A OE ' P R O B A B l L [ D A D i í S G l i O M ' é f R l C A S . i.H m e 
dida (5.4) toma una forma 'isi'm pie • e n ' ' é i caso de s e c e í . ' 
triángulo EFG equilátero y K una figura convexa p e r t e n e 
ciente á l - t i po de las que tienen todos los. tr iángulos equi lá ie -
ros ciicunscri tos iguales entre si. . . . . 

" , i '.-•-•{--- - • - - . -

En efecto, hay una clase de figuras convexas, es tudiadas 
principalmente por M E I S S N E R y F U J I W A R A (^) y que p o 
demos llamar curvas- iriangulàres que gozan de la propiedad 

(5) lUienos AiroH. Seiiiiii.-iri(> Moteiiiá(;ii'o lie iíi F.'ICHIIMCI de (.'ienclíi. 
Litcifitiir.'i sob:-..-cst.-is ciii'vas se puede ver en BONNIíSlíN-FliNCHBI. . 
Vt-orie itrr ¡«iiivexeti ^Knriier, Br£;ebii¡s.sei- der Mathemat ik iiii'i ünc r 
Greiizgebiele, lierüji, 19;U, págr 3 39 - 140,' • - . . • ' . •• •• • 
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de tener congruentes entre si todos lo.s triángulos equilíiteros 
circunscritos, es decir, figuras convexas tales que pueden girar 
dentro de un triángulo equilátero manteniéndose siempre tan
gentes a los tres lados. El eiemplo mas simple de esta clase de 
figuras convexas es la indicada en la fig. 4 compuesta de dos 
arcos de circunferencia formando un huso. Todas las curvas 
paralelas exteriores a esta, serán también curvas triangu
lares. 

Para estas curvas I y X son constantes y por tanto se 
tiene 

T 
m {K C EFG) = 2w T+2ni--'iiT X. (6.1) 

L 

Para hacer una aplicación de este resultado a un problema 

de probabilidades geométricas, supongamos el plano cubierto 

por una red de triángulos equiláteros como indica la fig. 5 

Dada una figura convexa triangular K, cuyos triángulos 
equiláteros circunscritos sean menores que los triángulos que 
forman la red, la medida de las poseciones de K en las cua
les es interior de un triángulo de la red está dada por (6.1). 
Por otra parte, tal como dijimos en el N" 4 la medida total 
de las posiciones diferentes de K respecto de la red consi
derada es igual a 2 ir T siendo T el área de los triángulos 
equiláteros de la red. 
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Pdí- taiito se tiene: 

Supongamos el plano: cubierto .por' una: redi de triángulos, 
equiláteros: de- área, T.> y.- perímetro, -L: tal; como.indica la figura 5-
Dada) una figurai convexa triangular- K. cuyos, triángulos, eqi'ilár' 
teros circuscriios tengan el. área, i y el perímetro .X-, la proba
bilidad de que al ser arrojada al azar sobre el plano queda sin 
cortar a ninguna recta dé la red es 

A i 
Po. = 1 - 2 + , 

L T 

y por tanto la probabilidad de que corte a alguna recta será 

X t 
P= 1- P,r=2 . 

L T 
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