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-Sobre la medida del Gonjunto de figuras
convexas congruentes confenidas en el intertor

de un rectangulo o de un t(riangulo

L. A. Santaié

1. INTRODUCCION. Para fijar en el plano la posicidn
de figura convexa K, que se supone movil de manera in-
deformable, hay que dar la- posicién de un punto P (x, y)
invariablemente unido a X mas ¢l angulo ¢ de una rotacidn
al rededor de P.’

Determinada la posicidén de K por estas coordenadas x, 9,
¢, se sabe que para medir un conjunto de posiciones de K o,
lo que es lo mismo, un conjunto de figuras congruentes con

K, se toma la integral. extendida al conjunto, de la forma
diferencial.

dK = dx dy do. (1.1

Esta medida es la llamada medida cinemdélica en Geometria
Integral (1)

(1) Ver W. BLASCHKE, Vorlesungen Uber Integralgeometrize. Leipuig
und Berlin, 1936, pag. 20.
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Por ejemplo, si se supone una figura convexa fija K, de
drea F, y longitud Ly, la medida " del conjunto de posi-
ciones de otra figura convexa K {de 4rea I’ y longitud L,
en lds cuales tiene punto coman con K, (o sea K. Ko # 0},
se demuestra que vale (?)

m (K. Ko #0) = [dK=2n(F+F)+L L, (1.2)

En cambio, si en lugar de la medida del conjunto de po-
sicidnes de K para las cuales es K. Ko # 0 . sea quicre
la medida del conjunto de posiciones de K en las cuales ella
estd contenida en Ko (o sea K € Ky) , salvo los casos tri~
viales en que esta medida sea nula; ya no se puede dar una
férmula general simple como la (1:2). Dicha medida de las
posiciones en las que K estd contenida en el interior de K,
debe ser calculada en cada caso particular y en su expresién
intervienen nuevos invariantesde K y Kp distintos del area
y la Jongitud.

El objeto de esta nota es buscar la medide de! conjunto de
posiciones de K en las cuales es interior a K, , en los casos
en que K, es un rectingulo. De ellos deduciremos, ademés,
algunos problemas de probabilidades geométricas.

2. CASO DEL RECTANGULO. Consideremos un rectidn-
galo fijo R de lados @ , b y una figara convexa mévil K
coya funcién de apoyo respecto de un punto interior P sea

p=1p (0) S (21

roT

(2) W. BLASCHE.E. loc. ecit. pag. 30
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Esto significa que p (8) es ignal a la distancia del punto
P a la tangente a K normal a la direccién del semirrayo de
ox'igen ? que forman con otre tomado como origen el 4ngulo
g. Sea PA  esta direccidén, invariablemente unida a la figura
K. tomada como origen de los 4ngulos 8. La funcién ¢ (8) es
periddica de periodo 2« (fig. 1)

Ya hemos dicho en fa introduccidn que la posicién de K
queda determinada por Ja del punto P, 9): mas el dn-
eulo ¢ de una rotacién alrededor de este punto. Como 4ngulo
¢ tomaremos el que forma la diveccidn PA . unida a la figu~
K, con la direccidn fija de los lados de longitud a del rectin-
gulo dade R. '

Fijemos primero ¢ y consideremos ‘“‘traslaciones’” de K.
Se observa que el rectdngulo r (¢) circunscrito a Xy que

tienen los lados paralelos a los de R, tiene por longitudes
de sus lados

w 3
"P(T'—‘D)-{_ P (‘j}"‘lr~¢> ;0 pl—=@)4plr - o)

“

v par tanto el drea r (@) de este rectdngulo vale (3)

: T 3 . ' '
v )= ﬁ( " -¢)+P(;r—*<p> Jp-e)tp(m-e) | . (2.2)

L3

(3) Indicamos indistintamente por  (¢) el rectangulo y su ‘drea ki
caal 1o puede ocasionar contusion,
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Al considerar unicamente traslaciones de K, el conjunto de
posiciones en que esta figura queda en el interior de R coin=

cide con el conjunto de posiciones en que-el rectdngulo 7 (¥)
es interior a R y por tanto el drea cubierta por el punto P

en todas estas posiciones vale.
’ T ) 3
b—P(—*——-—«’)-—P(ﬁﬂ——¢ .
3 : 2 ! 2

g . a - p(—p)~ P(r—¢p) ‘ (2.3)

Si alguno de los dos factores de este producto es negativo,
consideremos gue el producto es cero. :

) Por tanto, para medir el conjunto de posiciones de R en
las cuales es intertor a R, segln (1.1) habrd que tomar la

integral respecto de ¢ de’la expresidn  (2.3) , o sca,

2

o

. m (Kc Ry = de / dx dy =
'ﬂ ~

Qw .
T 3 3
= b—p <-——— —p )~- ﬂ'(—f * -9 ) a-p(~¢)-p(#-=p) | de
v | 2 ‘ v R ]
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y de aqui, teniendo en cuenta que para cualquier valor de
« vale la férmula conocida,
2
f v {eta) de = L (2.4)
° .

donde L es_ la longitud -del contorno de K, y recordando
{2.2) , resulta

m (K CR)=2rab —2L(a+b) +

2

" f @ do . @s)

Este resultado se puede enunciar:

Dada nuna figura comvexa K cuya funcién de apoyo sea lo
{2.1) y un recidngulo R de lados a, b, si los dos factores del
producto (2.3) son siempre positivos para cualquier wvalor de o,
la medida del conjunto de posiciones de K en lus cnales esid con-
tenida en el inlerior de R. esté dada por (2.5), siendo r (o) el
area del vecldngulo circunscrico. a K gque tiene dos lados parale-

los @ li direccion  ¢.
3. CASO PARTICULAR. EI resultado (2.5) tema uia

forma simple en el caso en que K 'sea una figura convexa

de anchura constante.

c = 107 =



’

ACADEMIA NACIONAL DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

Llamando % a esta anchura constante, vale para todo va-
lor de ¢,

B = pAe) + p (o+7) (3.1)

y ademis se sabe que es L = m %, lo cual, por otra parte;
es una consecuencia inmediata de (2.4). Por tanto en este
caso es

m(KcR =27 ab—2 Lilat0)+ 2w Ko (3.2
En particular, si K es un circulo de radio g bastard sus-
titnir B = 2 p

4. APLICACION A PROBLEMAS DE PROBABILI-
DADES GEOMETRICAS. Supongamos el plano dividido en
rectdngulos congruentes de lados ¢, b formando la red dela
figura 2.

Una figura convexa K de anchura constante &, tal que
h <a y I < b, -colocada al azar sobre el plano-puede

ocupar tres tipos de posiciones, a saber. lo. no cortar ninguna
recta del reticulado; 20 cortar a una sola recta; 30 cortar a
dos rectas. : '

Vamos a calcular la probabilidad dé cada caso.
Considerando como equivalentes las posiciones de K gne se
deducen una de otra por una traslacidn del plano que super-

ponga toda la red sobre s misma, la medida de posiciones
distintus de K sera

m =2xab (41
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puesto que el punto P puede moverse 2 toda area de un rec-
tingulo determinado de la red y en cada posicién el angulo ¢
puede variar entre 0 y 2w Jsta medida se compone de la
medida #1o de las posiciones en que K no corta @ ninguna
recta de la red, o sea, es interior a los rectangulos, mas la me-
dida my; de las posiciones en que corta a una sola recta, mas
Ja medida m, de las posiciones en que corta .a dos rectas.
Por tanto (4.1) se puede escribir

me + my + mp = 2r ab (4.2)
v, segiin  (3.2), se tiene también

me = 2w ab — 2z h {(atb) + 2w W2 4.3)

Para obtener una tercera relacién entre Mg, #hi, M2
debemos recordar una fétmula conocida de Geometria Inte-
gral. Ella es que, lamando # al ntmero de puntos de in-
terseccién del contorno de K con las rectas de la rved de
vectangulos y considerando. la integracion extendida a todas
las posiciones distintas de K es (%)

n dX = 4L (@¥b) = 4drh (@¥b). 48

Prescindiendo de las posiciones en que K es tangente a
alguna recta de Iz red, que son positiones excepcionales de

{4) Ver T.. A, SANTALO, Sobre valoies medios v probabilidades geomé-
tricas, Ablandlungen aus dem M athemalisciies Seminar  der Han-
sischen Universitit, Vol, XIII, 1940,
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medida nula, en - (4.4) es #u =2 para las posiciones en que
K corta a una sola recta y 2=4 para aquellas en qué corta
a dos rectas: Por tanto la exprésion (4.4) se puede escribir

2oy + ding = 4;'& (atd). B C)
Del sistema de ecuaciones (4-2), (4:3) y (4.5) se deduce
| me = 27 ab — 2w h(a+b) 3 27 h?
my = 2m h (a+b), e (4.6)
ing = 27 h2.

Dividiendo en cada caso por la medida total m se puede
finalmente enunciar:

Dibujada sobre el plano una red de recidngulo congruentes de
lados a, b (fig- 2), ldis probabilidades de que el contorno de
una figura convexa de anchura constante b (  mienor que a, b)
arrojada ol azar sobre el plano no corte a ninguna recta de la
red, o corte a una o dos de ellas, valen, respectivamente:

& b
| 1 h?
Py=k (*— + "—)"‘ 72 - (4.7)
a b : nab ,
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SOBRE LA MEDIDA DEL CONJUNTO

_ h?
R 1)2' = e L

ab

B Lo

", Si.solo se .quiere la probabilidad de pue K corte aalgu-
na recta de la red, serd. : :

: 11 it
P=1.—pP =l (——+v—«') - — e (4.8)
; S, a b 7. ab :

5. CASO DEL TRIANGULO. Consideremos ahora la mis-
K de antes- y un tridngulo EFG fijo de

drea T (fig. 3). . B ,

La direccién PA que fija la posicion de K alrededor
del punto P la determinaremos por el 4ngulo ¢ que ella
forma con el lado FG del triangulo dado. B

. y- . ! ' . !
a medida de las posiciones de K en las

Queremos hallar |
triangulo EFG. P;‘U"zl ellog  debémos

cuales es interior al
la integral de Ja expresion (1.1). Igual gue en ¢l

calcalar
y, .conside-

caso del tectangulo, figemos primero el dngulo ¢

rewmos unicamente ‘‘traslacidnes” de K.

Fijado ¢, consideremos el iridngulo E'F'G7 circunserito:
K y de lados paralelos a EIG. En todas las posiciones
geashacion en clas cunles esta figura
EFG también el tridngulo

]

a
de K obteailas vor
estd contenida en el tridngulo
G estardd - conténido en el EFG y reciprocameinte. - Ade-
mas ¢ Area cubierta por e punto P én este conjunto de.

traslaciones es iyual al drea cubierta por otro punits, cualquieray

— 11l -
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por ejemplo el E', invariablemente .unido a K. Pero el
drea cubierta por E’ en todas las posiciones en que el tri-
dngulo E’F'G’ esti contenido en el EFG es el drea del
tridngulo E E; G, de.la figura, construido tomarndo FE=FE’
y GGy = GG .

Veamos de calcular ¢l drea Ty del tridngulo E Ey G en
funcién del drea T de EFG y del 4rea t de E'F' G
Supondremos que *el tridngulo E’ F’ G’ s siempre menor que
el dado EFG, osea, que T; tiene siempre un valor positivo,

, Sq, tiene . . o
. /T EE,
_ T EF
de donde C | » o g
/ 7, . EF—EE, FE :
1- e m i xR - —_—
T "EF FE T

¥y por tantd

VT - Vi =JT,
de donde v
P T4 -2 JITt.
La Gltima raiz cuadrada desaparece introducietido el pe=

rimetio N del tridngulo E F' 6 'y el perimetro L del
tridngulo EEG . En'efecto es
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BOBRE LA .

1 A
T L
':y-lpor 1o tante
/ T v :
VTt = — A\. (52
. L ’ ' '

‘Po‘r ‘consiguiente (5.1) se puede escribir
T

=T -2 — M. o (5.3)
L

En estd expresion T y L’ son constantes mientras que

g y N\ son funciones del angulo. ¢ .

de 1a expresién (5.3) i para calcular Ta me-

.. La.integracion
las cuales estd contenida en

"dida de las posiciones de K en

interior del tridngulo ETG dard segén lo dicho.

el
T2

w (K CEFG) =fT, d o,

0

o ses, sustituyendo el volor (5.3)
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(5.4)
2r o

, A T
m (K cEFG)= 2« T + tde — 2 —“—j MNde .
) L Je . -

Este resultado se puede enunciar:

Sean dados una figura convexa K v un:triéngulo EFG.
Para cada direccion ¢ se puede circunscribir ‘a K un  tridu—
gulo semejante al EFG qune tengan uno de sus lados paralelo
a la direccion ¢ ; sea t (¢) el dwea ¥ N (@) el penmetro de
este tridnugnlo.  Itn el supiiestd de’ qus todok estos inanmlos al
variar ¢, séan siempre menores que el EF G, la medida del
conjunto de posiciones de K en lus cuales esié conlenida en i
iuterior del tridngulo EF G esta dada por (5.4) siendo T ol
grea y L el perimeiro del triangulo E F G. o

6. CASO PARTICULAR Y APLIC ACION, ASUN PRO-
BLEMA DE'PROBABILIDADUES GEOME I‘RICAS fa me-
dida (5.4) toma una forma  simple "'ii" ¢l caso ‘de ser-el
triangulo  EFG equildtero y K una figura convexa pertene—
ciente al-tipo de las que tienén todes los ! tridngulos -equildte-
ros circunscritos iguales entre. si. : o

oo oo :
En efecto, hay una clase de figuras convexas, estudiadas
principalmente por MEISSNER y FUJIWARA (%) y que po-

demos Hamar curvas- trignguldres que gozan de la propiedad

(5) Buenos /\uu« Seminario Matemético de 1a Facullad de Ciencin,
Literattira sobre estas curvas se puede ver en BONNESEN-FENCHEI.,
Teorie der konvexen [Korper, BErgehnigser du Mathematik und ihrer
Grenzgehicte, Berlin, 1934, pag: 139 - 140, R T e
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de tener congruentes entre si todos los tridingulos equildteros
circunscritos, es decir, figuras convexas tales que pueden girar
dentro de un tridngulo equildtero manteniéndose siempre tan-—
gentes a los tres ladus. El ejemplo mas simple de esta. clase de

figuras convexas.es la indicada en la fig. 4 compuesta de dos
arcos de circanfereiicia formando un huso. Todas las curvas

paralelas exteriores’ a esta. serdn también curvas iridngi-
lares.

Para estas curvas £ y M son constantes y por tanto se
tiene

» T
m (K QEFG)y=2r T +2rt—dr — X, (6.1)

~

Para hacer una aplicacién de este resultado a un problema
de probabilidades geométricas, supongamos el plano cubierto

por una red de tridngulos equildteros como indica la fig. 5

Dada una figura convexa triangular K, cuyos tridngulos
equildteros circunscritos sean menores que los triAngulos que
forman la red, 1a medida de las poseciones de K en las cua-
les es interior de un tridngulo de la red estd dada por (6.1).

Por otra parte, tal como dijimos en el N® 4 [a medida total
de las posiciones diferentes de K respecto de la red consi-

derada es igual a 27 T Siendo T el drea de los tridngulos
equiliteros de la red.
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Poi tainto se tiene:

Supongamos el plano: cubierlo  por. una. red: de- tridngulos.
squildteros: de: drea, 1. y:perimetro -L. tali como indica la figura 5
Daday una figurar convexa triangular. K cuyos. trigngulos. equild-
teros. circuscritos tengan el drea.t y el perimetro N, la proba-
bilidad de que al ser orrojada al azar sabre el phwo qucda szn
cortar a ninguna recta de la red es

A i

Po=1-2— + — |
L T

3 por tanto la probabilidad de que corte a alguna recta serd

, A :
P= 1~ Pp=2—— -~ —
L T
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