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ALGUNAS PROPIEDADES ‘DE LAS CURVAS ALABEADAS
EN LA GEOMETRIA DIFERENCIAL PROYECTIVA

por L. A. Sanrtaréd

El objeto de esta nota es cstudmx ciertas superficies desarro-
llables que contienen a una curva del espdcic de 3 dimensiones y
cuyas genelatnces ocupan alguna posicién especial respecto al “te-

_traedro fundamental proyectivo unido 4 cada punto.de la curva.

Veremos de esta manera como se pueden caracterizar .geo—
metricamente ciertas curvas alabeadas cuyas curvaturas pro-
yectivas cumplen determinadas condiciones.

El problema andlogo para la. geometria dlfclencml _«afin» ha

sido tratado por nosotros en otro lugar(®,

1. DEFINICIONES ¥ NOTACIONES

Supongamos el espacio proyectivo de 3 dimensiones. Un pun-

to del espacio estard determinado por sus cuatro coordenadas ho-

(1) L. A.SANTALO, Quelques pmptretcs des courbes gauclies daas la
geométrie differenticlle affine. Portugaline Mathematica, Yol. 3 pag. 63,
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mogeneas X, Xy, X3, Xg y lo repr esentaremos '\lnevxa 1amente por
fa sola:letra X.. Una curva del espacno estara dada p01 ultit ecuaJ
¢idn de la forma . U '

X=X « (L.1)

la - ¢ual condensa las 4 ecuaciones paramétricas xi==x;(1)
=07 2,34y, « -~ S

Suponiendo que el pardwmietro # sea el arco proyectivo y utili+
zando coordenadas normales; es sabido que las 'ecuuciones para-
métricas de la curva deben satisfacer a- ina ecuacién dlfetenual
de la forma®®,

ETTEREN

X b X o)X #sX=0 - 12

donde los a‘lc'l'cnt‘os i"ndi'ca‘n'der-'i'vadas respecto &l arco pr’oyectivo‘ wy
.siendo los coeficientes 7,'s la primera ¥ 'se’gux‘tdh'du;n"v}atur:is proyec-

tivas, las cuales, dadasen funcién de u deter minan la curva. El

pardmetro 8 vale’0 6 § seglnt que las” tangentes: 4 la curva per=
tepezcan o iio a'un complcjo Imeal. Lxclutmos c] caso’ de las cu=.
bicas alabeadas. AN : o ' '

Rl plano determinado por los puntos X, X/, X'/, es el plane
osculador. - Por brevedad, al plano detexmlmdo por los puntes-
X, X", X" lo llamaremos plano normal proyectivo y al determi-
n'tdo por-los puntos X, " X’""X/'" o lantaremos plano rectificante
proyectivo. Al tetraedro determinado por los puntos X, X/. X", X
lo Namaremios tetraedro fundamental proyzctivo unide a cada pun-~

—

. 2)) Ver, porej I‘UBIN[ CECH, (veomett ia profettiva d:ﬁuenzmlc Bo-
logna, Tomo I, gag. 33

Iy
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Muchas veces se toma por tetracdro fundamen-
tal proyectivo el detérminado por los puntos®.

Yi=X, Yo= X', ¥y = —v X+X", Y,:( —+-r'~)x +

10 2 10
7
+ —— XI+ XIII
Rl

pero las conclusiones a que sellega en la presente nota son muy
andlogas en ambos ‘casos, por'lo cual tomaremos por tetraedro
fundamental el que tiene por vcmcea \ X’, X7, X lo cuy

simplifica los céleulos.

{

2.su:’s-:;(mctr,-:s.D::;ARROLLABLES QUE_CON'L‘IENEN LA CURVA.DADA

’

Un . puanto E del plano detetmmado por los puntos \ XX
serd de la forma .

E =« X 4 g X" + ¥ ‘("’ 2.1

de domle, tcmendo en cuent'1 (l 2) se deuce

E'= - »X+[a—('—0)7IX +<a+ﬁ'—?yr>‘<"+(v +ﬂ) 7(2)

(3 Vex FUBINI.CECH, loc. cit. pig. 30. Iiste letlaedro tiene la ven-
taja de ser “'aurodnal”; con esta pr opleda-i lmy todavia otros infinttos te-

traedros definidos de hodo intrinseco e invariantes por colineaciones; ver por
ei. SANNIA, Naava trattazione della’ gemnetrm pro:ettnn -diflerenzinle delle
CHrve sghembc. Aunnali di Matematica, serie 1V, tomo I, pag. 16, 1923-1924.
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donde log acentos, como sncmplc, fndican deuvadas tespecto el
arco proyectivo .

Para que larecta que une el punto X de la curva con el puns«

to E describa al variar # una superficie dcsar‘rollable, debe ser

(\ X’ E,E) = 0 (2.3)
indicando de esta manera, como es Costumbte el determinante
cayas filas son las coordenadas dé los puntos respectivos.

: ° )

Tcmendo en cuenta (2 2) resulta
(X, X, B, B) = (X, ¥, X', ") [(v+6) -7 (a + 6 = 'w)]
y pot. tanto para que s¢ Cl.;l‘l’l'p_l_zl (2. 3) .debe ser .
ﬁv’—vﬁ"+6“~a7+"y’.r=ﬁ, , (2.4
_ Esta es, por t.ahto, ia condicién neeesaria y suficiente para

gue la recta que une el punto X(#) con el punto E(u#) dado por
(2.1), describa una superﬁcicv,_des’arrollahlc al variar u.

Por verificarse (2.3) se deduce que exnstu:m 3 funciones
A= X\ (u), po=pnu), v=y (u) tales que

E/= X + n X' +VE. (2.5)
Para. quc Ia supetficie desarrollable descrita por la recta X E

sea un cono, debe existirun punto V= pX + q E que sea fijo al
variar #. Para que esto ocurra debe ser V' = a V, o sea,

W+ aN X+ PF WX+ @ +a) E=a (pX+q D)
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de donde

: P+ g taqv
Pd qp= o i =

Para que este sistema sea compatible respecto P, ¢ es nece-
sario y suficiente que

@~ N (2.6)

Vo= ———

.;u-

Para expresar esta condicidn mediante los coeficientes e, B8, ¥

de (2.1) observamos que (2.4) se escribe

T fa~x1r)=8(8 4+ %)

% por tanto, segun (2.2),

‘ .. _ . B+ . | s
B = = psX+[o’~ (r"—=0)7]X 4+ —— (B N'"+ ¢y X"y=
. k4
| ) o o N B+
= — ysXN+[e' - ("= 0) y—'— B+ V)] X+ — E
Y o
Comparando con (2.5) resulta
. . 8 1o
A=—ys, p=o’ -~ (' =6)y = - B+¥),v = —= Q]

' : Y ki

Yy bor tanto (2.6) se escribe
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‘ ‘ . . o . _
gty [/~ -0)y— — B+ +71s
_ Y (2.8)
Y ' _ ) » ‘ a""“ . I
o ==y~ -~ B+ )|
5

Obsérvese que 'si las relaciones (2.4 'y (2.8 se satisfacen
para 3 funciones alu}, B), v (), también se satisfacen para
cual(iuici't‘erlfa de fLixlcioile's‘Llelzl forma p('zl)a(ﬂ)', plinB(u), pl)yu),
como debe ser, puesto que siendo las coordenadas homogeneas,
en (2.1) los puntos E@d y p(a)E) son nno mismo. En resu~
men se tiene:

TEOREMA I. - La condicidn necesaria’y siificiente para qre
la superficie reglada engendrada por lo' vecla que une el punto X (1)
con el Eq) dado por (2.1) sea desarrollable, es que se cumpla
(2.4)." En este caso, la condicion necesaria y stuficienté para que la
superficie sea un cono és que se cinpla, ademds, la condicién (2.8) .

El vértice del cono es entonces el punto V= pX+qk, siendo
P/ q=— pyu estd dado por (2.7). ' ‘
3. SUPERFICIES DESARROLLABLES ESPECIALES

\

1. Superficies desarrollables cuyas genmeratrices estdn consian.
temente cn el plano osculador. Haciendo en (2.4) ¥ = o, . resulta
B =o, lo que nos da el resultado bien conocido de que la Gnica
superficie desarrollable engendrada “por rectas que pasan por.una:
curva y.en cada punto estan conténidas en cl plano osculador co-

_rrespondiente, es la superficie tangencial.’

2. Superficies desarrollables cityas generatrices estan comteni~.
das en el pluno rectificante proyactivo.  Haciendo en (2.4) 8 = o
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! ' '

i 8¢ obtienen las soluciones y =0, — = v. Lay = o corresponde a -

| OBt ‘ . :

. Ja superficie tangencial. La — = 7. nos da, segin. (2.1),. la

! . . supetficie ¥

) o .

: . o Y smX+n X 4 X7 N GN))

1 . .

! _donde.m, 1, son patametros variables.

| | )

! Para que gsta superficie sea un cono, segn (2.8 y pudiendo

i . tomar S .

i H -

1

i as=r, B0 v~ L

i

{ _wvesulta

5 =00

;f En este caso,. seglin el Teorema 1 y siendo ﬁeg, rn

! ) -7X + X7 el vértice del cono serd el punta

{ V=X + rX X" {3.2)
_donde, conto ya observamos, O vale 06 1 seglin que las tangen.

tesa la carva <dada. pertenezean 0 noa - un - complejo lineal. -Se

X tiene por tanto:

TeoREMA 11. - Prescindiendo de la snuperficie langensial, hay
ama sola superficie desarrollable engendrada por rectas que pasan
por los punios de una curva y estdn contenidas en el plano rectifi-
ca'nie proyectivo correspondiente. Esta superficie ¢s o (3.1). Pasu
que -esta siperficie. sea un cono, o seq, para qite- los planos rectifi~
antes Jnoyecizqos de todos los puntos de una curva " pasen por un

e 20
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amismo pusto, es necesario y suficiente que sea s=0. En esle cal
so, el vértice del* cono esté dado por (3.2).

3. Superficies desarrollables cuyas generalrices estdn conteni-

das en el plano norual proyectivo. Haciendo en (2.4) “ =o0,
resulta '

B\ Bg\? : 3.3)
fue es una ecuacion de Ricattit®.

. Para que la superficie sea un cono, segiin (2.8). debe ser

" —s

—_— = , (3.4)
Y —©

w0

2

y por tanto, segtn (3.3), debe camplirse la condicién

_ s ’. .’.'Il —s 2 (35)
(= )
: ’.I__e ) R T" — 0

() Como ohservamos en el trabajo citado en (1) este resultado es mucho
mas geueral, pues si se considera en cada punto de una curva del espacio un
plano gue no contengn a la tangeate, las superficies desarrollables que con-—
tienen a la curva y cuyas generatrices estfa siempre contenidas en tales pla-
nos, estan dadas por una ecnacién de Ricatti,
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Reciprocamente, si'se cumple (3.5), hay una superficie not-
mal desarrollable que es un cono, cuyo vértice segén el Teorema
Iy (34), resulta ser

Ve (11-6)2X 4+ (17 — §) X" 4 (' — ) X" (3.6)

Se tiene por tanto:

TrorEma 11.—Hay infinilas superficies desarrollables que pa,
san por una curva y cuyas geterairices estdn contenidas en el pla-
wo normal proyectivo correspondiente a cada punto. Estas infini-
tas superficies estdn dadas por una ecuacton de Ricalti, Para que
alguna de estas superficies sea wit cona, 0 sea, para que los pla-
nos normales proyectivos de una curva pasen todos por un punios
se debe cr.uﬂpl-ir la relacion (3.5). En tal caso dicho punio, vértice

Del hecho de que las generatrices de estas superficies dasarro-
llables normales proyectivas vengan determinadas por una ecua~
cién de Ricatti se deduce: 1° Si se conoce una de estas super-
ficies desarrollables se pueden encontrar las otras por cuadratu-
ras, 2° La razén anarmdnica de 4 generatrices correspondientes
a 4 superficies desarrollables distintas, ¢s constante a lo largo de
la curva.

4.—Superficies desarrollables cuyas generatrices estén unidas de
manera proyectivamenle ingariante con el tetracdro fundamental pro-
yectivo. Supongamos ahora que e (2.4) los coeficientes «, 8, v,
sean constantes: Lo misimo seria, naturalmente, sise considerase
que estos caeficientes valieran respectivamente ‘ap(u),Bp(2),vo(1),
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srendo o ﬂ,wconstantes y p (1) mm nisma funcmn cmlquxcrn,
puesto que sc trata de coordemadas homogeneqs.

Eiatonces la ecuacién (2.4) queda

Bi~a vy 4 4%r = 0. | (3.7

de donde se deduce que, siendo &, B, v constantes, también lo
debe ser r. _Los puntos E del plano X/, X7, %" dados por (2 1)
con los coehicientes ligados por la 1el.1uon (3.7) forman una cSni-
ca, que si se toma el punto"{ pot punto (001), el X" por punto
(010) y el X7 por punto (100) de un sistema de coordenadas
pr ())’\.Ltlv‘b g, ¢ delplano X' X% X”’, tendrd por ecuacion

Ww—-Eftr o

Esta cdnicd es tangente a larecta £ = o.en el punto (001), ©
sea, es tangente a la recta que une X’y X'/ en el punto X7,
Por tanto, proyectando esta conica desde el punto X de
la curva, se obtiene un cono cuadrético tangente. al plano - oscula-
dor a lolargo de la tangente. Se tiene .en “comsecuencia el si=
guiente®, S ’

Tsorema 1v.—Para que exista alguna superficie desarrollable
gue pasa por los puntos de una curva y e cada uno de ellos la ge~
neralriz correspondiente tenga posicién proyectivamente fija respecio
el tetraedro fundamienial, es mecesario y suficiente que la pri-
niera curvatura v de la curva sea constanle. Reéciprocamente, si. es-

r— . .

(5) WUste teoventa es debido a J. MAEDA. Une proprieté caracteristique
des courbes gnuches dont les ‘conrbiires projectites sont constantes, 'lhc To
hoku M'\themat'c'ﬂ_}ourndl Vol. 47, 1940, pig. 74-76,
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. .
4a condicion se cumple, cada punio de la curva es vértice de ts co—’
910 de 2°. oiden tangente al plano osculador a lo large de la tangen—~
le, cryas generalrices describen stiperficies desarvollables mantesnién~
‘dose proyectivamente fijas respecto al telraedro fundamesntal. '

Veamos ahera la condicidn para qae alguna de estas superfi-
cies desarroliables sea un cono. La cendicién (2.8) se escribe en
igste CALO : - '

.

B . - s
y B . aB
0y — —
. N
de donde
B s o B) (3.8)
s = — (’6 - —
,Y ‘-irz

Luego también debe sert s = constante.

: Fon -este caso, de (3.7) y (3.8) se dednce
B\ B\? B (
(-—) +r (—-) -0 — $s=o 3.9
v S \y ¥

Resulta, por tanto, que habrd 1, 2, 36 4 conos segiin sea el
wmero de raices distintas de esta ecuacion. Si &es una de es
gas raices, o sea,

we 213 =%
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Plk) = B+ rg—0f+s=0o (310)

el vértice del cono, segtin el Teorema I, resulta ser
Vi=(-0+ig+ 8 X+ (r+ &) X+ 5X7 + X7 (3.11)

Enel caso. que estamos considerando de ser constantes las
dos curvaturas proyectivas 7, 5, la ecuacidn diferencial (1.2) de la
curva es una ecaacidn diferencial con coeficientes constantes, cuya
ecuacidn caracteristica es precisamente la (3.10). Supengamos
~que las + raices & de esta ecuacidn sean distintas.: Entonces, las
ecuaciones paramétricas de la curva, en coordenadas homegeneas
y salvo una proyectividad podrin ponerse en la forma

E;ue S
T =aje - (=1,234 (3.12)

. ] | . . .
siendo ai constantes. IFsta curva se transforma en si misma por
&l prupo de colineaciones.

M= Xje (G =1,2,34 (3.18)

con el pardmetro t. Basta, en efecto, observar que un punto
X(u) de la carva (3.12) se transforma en el punto X(# 4+ <) que
también pertenece a la curva. Bl grupo de las colineaciones
(3.13) es el grupo de todas las colineaciones que tienen 4 puntos
dobles fijos, los cuales son los puntos (0001), - (0010), (0100) y
(1000). Vamos a demostrar que estos puntes son precisamente
los puntos Vide (3.11).

En efecto, para la curva (3,12), las cooxdenadas vk (k 1,
2, 3, 4) del punto V; seran
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=0+ rE + Vet ) A B X
y prescindiendo del factor propotcionalidad xg, resulta '

V1

W=+ g atad b G F R
De esta expresion y de (3.10) se observa que

0= g (E) —(f) = (B-&) VS puraif k

de

y ademds &s vi = —— . Por tanto, como suponemos que las rai-
: ~ dE o ' 4

ces de ¢ (£) = o son distintas, resulta que.

[ #Fo parai=k
Sy vk oo '
:_‘ Lo B . l —p [XR 7 #— k

En consecuencia los puntos Vx de (3 11) son pxccm’tmcntc los
vértices del tetraedro fundamental de coordenadas, o sea, los pun-
tos doblcs de todas las collneqmmns (3 13) que dejan i qunzmtc a

la carva dad1

Analogamente se demuestra que, cuando, la: ecuacidn (3.10)-
tiene raices maltiples y coinciden por tanto algunos- de los puntos
Vi, el grupos de las colineaciones que transforman en si misma a
la curva dadaes el -grupo de Ias colineaciones que tienen 4 puntos

dobles fijos pero algunos de ellos coincidentes.

Las cutvas del espacio que admiten un grupo continuc de

colineaciones; o sea, que son trayectorias descritas por los trans-
formados de un mismn punto mediante las colineaciones de un
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grupo continuo dependiente de un pardmetro, se llaman curvas W

o curvas anarmonivas 8. Segihn.esto, podcmos reunir o Gltima-
mente demostrado en el siguiente

" TroREMA V. —Para que una ctirva del espacio esié conlenida en
una superficie cénica tal que las generatrices de la misma estén en ca-
da punto proyectzvam&nte fijas respecto el tetraedro fundamental pro-
yeclivo correspondiente, es condicién necesaria y suficiente que las
dos curvaluras proyectivas 1, s sean consianies. En esle. caso exisii.
rdn tantos conos con la: propiedad mencionada como raices distin—.
tas tenga la ecuacién (3.10); los vériices de dichos comos estin da-—
dos . por (3:.11)...:Las:curvas- r, s constantes son-las curvas W.o-anar-
monicas del espacio y los vértices Vi de los conos mencionados son
precisamente los puntos dobles de las infinitas colineaciones del gru—
p0 de un pardmetro que tzeue Goimd una de stis trayectorias la curva.
dada. :

(6) Ver por gjemplo: F. ENRIQUES—O. (_HI‘SINI Tcona geometrica
delle equazioni, vol. L11, pag. 241; G, H. HALPHEN, Sur les invariants diffe-
rentiels des courbes gauclzes, Oeuvnest H, pag. 402 E. P. LANE, A treati-
se on pro;ecttvc differental veometry, (_lucago 1941, pég 86.

Instituto de Matemética de la Facultad de Ciencias Mate-
maticas _ ' -
Universidad del Litoral. -

ROSARIO (Rep. Argentina).
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