
ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS CURVAS ALABEADAS 

EN LA GEOMETRIA DIFERENCIAL PROYECTIVA 

POR L . A . S A N T A L Ó 

El objeto de esta nota es estudiar ciertas superficies desarro-
Uables que contienen a una curva del espacio de 3 dimensiones y 
cuyas generatrices ocupan alguna posición especial respecto al te­
traedro fundamental proyectivo unido ácada punto de la curva. 

Veremos de esta manera como se pueden caracterizar geo­
métricamente ciertas curvas alabeadas cuyas curvatiiras pro-
yectivas cumplen determinadas condiciones. 

El problema análogo para la geometría diferencial «afín» ha 
sido tratado por nosotros en otro lugar^'K 

1. DEFINICIONES Y NOTACIONES 

Supongamos el espacio proyectivo de 3 dimensiones. Un pun­
to del espacio estará determinado por sus cuatro coordenadas ho-

(1) L.'A. SANTiVr.O, Qitelqaes piopiietés lies courbes gauches díiiis la 
geométvie difícfentlclle affiíie. Poi t i iça l iue Mathemali'.-a, Vol. 3 png. C3, 
1242. • 
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mageiieas Xi, x^, Xa, Xf y lo representaremos abrevia lamente paí' 
Ja sola: letra X. Una curva del espacio estará dada por uiía ecüa-' 
GÍón de la forma • . . , • 

X = X{n) (1.1) 

Irt ' Cual condensa las 4 eciíaciones paraiiictricas Xi-=x¡(/íj)' 

{ i = : l i 2 , ^ 4 ) . - ^ , , . • • • • . . ,; 

Suponiendo que el parámetro u sea el arco proyectivo y utili-" 
zando coordenadas noníiales^ ta sabido qite las ecuaciones para-
métricas de la curva deben satisfacer a íina eciiacic5n diferencial 
de la forma^^*. 

X'" + r X" + (.;•'- 0) X ' + 5 X = a • (1.2) 

donde íos aicentos indican derivaldas respecto clareo proyectivoKj' 
I siéndolos coeficientes r', s la primera y segürtdádiirvaturás p'royec-' 
íivas, las cuales, dadas en función de n determinan la curva. El 
•parámetro 9 vale O ó \ segúrt q'ite las ' tangentes a la curva per­
tenezcan o ÍTo a'un complejo lineal. Excluimos el caso délas cu­
bicas alabeadas. . , . • 

' El plano determinado por los puntos X, X', X " , es el plana 
osculador. • Por brevedad, al plano determinado por los puntos-
X X " , X ' " lo llamaremos plano normal proyecUvo y al determi­
nado por los puntos X, ' X ' X ' " lo llaníarémos plano rectificante 
proyectivo. Al tetraedro determinado por los puntos X, X'. X", X"^ 
lo llamafemos ieirae'dro Jnndainefilal proysclivo unido a cada pun-

2)) Ver, pore.i FÜBINI-CECM, Gíomeír/.i pro/eíí/i":' difí'erenziale, Bo ' 
logiiii, ToiHü I, pag. 33'. 
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to de la cutva. Muchas veces se toma por tetraedro fundamen­
tal proyectivo cl determinado por los puntos^^^ 

• . 3 ^ .7 1 3 \ 
Y, = X, Yz = X ' , Ys = -r X + X " , Y^ = - + - r ' X + 

10 \ 2 10 / 

•7 

+ r X'+X'" 
10 

peroras conclusiones a que se llega en la presente nota son muy 
análggas en amlios casos, por lo Cual toiiiaremos por tetraedro 
fundamental el que tiene por vértices X, X' , X", X ' " lo cua] 
simplifica los cálculos. 

2 . S ' J i 'K i lF lGIES 0Ï:ÍAR.Í10LLA.BLES Q.UE CONTIENEN LA CURVA DADA 

Un punto G del plano determinado por los puntos X ' , X " , X " 
será de la forma 

E = « X ' 4- P X " + 7 X ' " (2.1) 

de donde, teniendo en cuenta (1.2) se deduce • 

E ' = - 7 . · ;X- f [a ' - ( r ' -0 )7 ]X ' + ( a - ! - / 3 ' - 7 0 X " + ( 7 ' + ^)X"'(2.?) 

(3) Ve iFUBINKCECH, loe. cit. pág. .39. l is te te t raedro tiene hi vcn-
tajíi de ser " a u i o d u a l " ; con estn propieOail liny todivvia o l rus infinitos te -
trc\eclvds (Jefinidos de iíiodo intriiiseco e invar iantes por eolineaciones; ver por 
t j . SANNIA, Ñanvn triittn/.iouc delln geoiiieiiin proiettiv<>-iUfí'erciizinle detle 
curve sshenibe, Atuiali di Matemát ica , serie IV, tüuio I, píig 10, 19'¿;!-1924.. 
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donde los acentos, como siempre, indican derivadas respecto el 
arco proyectivo u. 

Para que la recta que une el punto X de la ctírva con eK pun­
to E describa al variar « aria superficie desarrollable, debe ser 

(X,X', E, EO =* O (2.3) 

indicando de esta ntancra, como es costumbre, el determinante 
Cuyas filas son las coordenadas de los puntos respectivos. 

Teniendo en cuenta (2.2) resulta 

(X, X ' . E, E') = (X, X ' . X " . X " 0 [(7'+/?) 0-y (a + 0' - v}] 

y por tanto para que se cumpla (2.3) debe ser 

0y' - y 0^ -^ 0^ - ay + y'' r ^o (2.4) 

Esta es, por tanto, la condición necesaria y suficiente para 
que la recta que une el punto X(M) con el punto E(») dado por 
(2.1), describa una superficie desarrollable al variar M. 

Por verificarse (2.3) se deduce que e^sistiránf 3 funciones 
^ = X (M), M ==* At («)> V = V (it) tales que 

E ' = XX-f /* X ' - f vE. (2.5) 

Pa raquc la supefficie desarrolla;bIe descrita por la recta X E 
sea un coiio^ debe existir un punto Y =• p X + q E que sea fijo al 
variar u. Para que esto ocurra debe ser V = a V, o sea, 

ip' + q X) X + (p + g M) X ' + (q' + $ V) E - o (p X + q E) 
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•de donde 

p -}- q tx == o, 

i Para que este sistema sea compatible respecto p, q es iiece-
; "sario y suficiente que 

í^ ' -^ (2.6) 
V = . 

Para expfcsaf esta condición mediante los coeficientes w, P, Y 
•áe (2.1) observamos que (2.4) se escribe 

•y {0' + « ^ Y *•) = -P {f> +. y') 

y por tanto, según (2-.2), 

E'' = - •i '5X-t-[«>-(r '-^0)í]X' + (13 X " + Y X" ' ) = 

a a + Y 
= - f sX+ta'- ()•'- 6) 7 - ' - O + y')] X' + E 

Comparando con (2.S) resulta 

a . /? + y 
^=--Y5 , ni= a' - (r' - e ) Y '^ - W+y), V = (2.7) 

Y 7 

y ,por tanto (2,6) se escribe 
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13+y' 
r (2.8) 

a'-ir'-ey-y'- - (0 + r"> 
7 ' 

Obséi-vese que si las relaciones (2.4) y (2.8) se satisfiiceii 
para 3 funciones ain), fidi), y (2(). tf.mbién se satisfacen para 
cualquiertern'ade funcionesdela formà p(ti)a(u), p(ii)0'{u'j, p{n)y(.i<), 
como debe ser, puesto que siendo las coordenadas libmogcneas, 
en (2.1) los puntos IÍ(M) y pÍJi)E(u) son uno mismo. En resu­
men se tiene: 

TEOREMA I.-La condición uecesarm y suficiente para que 
la mperficie reglada engendrada por ¿a recta que une el punto X(u) 
con el E(u) dado por (2.1) sea desarroUable, es que se cuinp/a 
(2.4). En este caso, ¡a condición necesaria y suficiente para que la 
superficie sea un cono es que se cumpla, además, la condición (2.8). 
El vértice del cono es entonces • el punto V == pX+qE, siendo 
p I q= ~ /.i y /x está dado por (Z.l). 

3 . -SUrERFÍCIES DESARROLLADLES ESPECIALES 

1. Superficies desarroUahles' cuyas generatrices, están constan, 
iemenie en. el plano oscnlador. Haciendo en (2.4) Y = c, resulta 
P = o, lo que nos da el resultado bien conociilo de que la única 
superficie desan-.ollable engendrada por rectas que pasan por, una' 
curva y en cada ¡junto estan contenidas en cl plano osculador co­
rrespondiente, es la superficie tangencial.' 

2. Superficies desarroUahles cuyas generatrices están contení--
das enelpl.in') rectificante proyectivo. Haciendo en' (2.4) fi = o 
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O!. 

^c obtienen las soluciones y = c, — = >'• I-a Y - o corresponde a 

•ia superficie tangencial.' La — =- r nos da, según (2.1), la 
super'íicie 7 

V - m X -h fi (>• A'' + X" ' ) , (3,1) 

doncíe.í/e, «, son, pai-ámetros variables. 

Para que esta superficie seíi un cono, según (2.8)-. y piidiendo 
tomar 

o: ï= )•, |3 => o, 7 - 1. 

result-a 

En este caso, según el Teorema Ï y siendo ïegún (2.Ï) 
E' = 7X' + JX."' el vértice del cono será el punto 

,V - - O X + f X' +X'"' (3.2) 

•donde, poWo ya observamos, G vale O ó 1 según que las tangen, 
"tesa la curva'dada pevtenezGan o n o a iin Complejo lineal. Se 

.tiene por tanto: 

•TEOREMA 11,- Prescindiendo /de la superficie langential, hay 
una sola stiperficie àesarrollal·le engendrada por redas qus pasan 
por ¡os pinitos de iiua ctirva y csián coritenidüs en el plano rectifi­
cante proyeciivo correspondiente. Esta superficie és la (i. 1). Pam 
que esta superficie sea un cono, o Sea, para que los planos féciifi-
iianies proyeciivos de todos los puntos de una cufva pasetl por im 
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.mismo piíntOy es necesario y suficiente que sea s — O. En este ca­
so, el vértice del-cono está dado por (3.2). 

3. Superficies desarroUabtes cuyas generatrices están conteni­
das en el plano normal proyectivo. Hacieirdo en (2.4) « = o, 
resulta 

que es una ecuación de Ricatti<*>. 

, Para que la superficie sea un cono, según (2,8). debe ser 

a r" — s 
_ = , (3.4) 
T f' — e 

y por tanto, según (3.3), debe cumplirse la condición 

r" — s 

>'-e 

• r"-s 

. r'— e 
- / - , = . . 

(3.5) 

(*'Coino observamos en el t rabajo ci tado en (1) este resul tado es imiclio 
mas general, pues .si se considera en caila pun to de una curva del espacio un 
plano que no contenga a la tangente, las .superficies desarrollables que c o n ­
tienen a la curva y cu3'as generatrices cst.'iii siempre contenidas en tales pla­
nos, estíln dadas por una ecuación de Kicatt i . 
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Recipi'ocameiite, si se cnmple (3.S), hay una superficie nor­
mal desarroUable que es un cono, cuyo vértice según el Teorema 
I y (3 4), resulta ser 

V = (»' - 6 ) 2 .Y 4 (»" - s) X" + (r ' — Q)X"' (3.6) 

Se tiene por tanto: 

TEOREMA in.—Hay infinitas superficies desanoilahles que f a . 
san por una curva y cuyas generatrices están contenidas en el pla­
no normal proyectivo correspondiente a cada pnnlo. Estas infini­
tas superficies están dadas por una ecuación de Ricatíi. Para que 
alguna de estas superficies sea un cono, o sea, para que los pla. 
nos normales proyectivos de una curva pasen todos por un ptiniot 
se debe cumplir larelación (3.5). En tal caso dicho punto, vértice 
del cono, está dado por (3.6). 

Del Ilecho de que las generatrices de estas superficies dasarro-
Uables normales proyectivas vengan determinadas por una ecua­
ción de Ricatti se deduce: 1°. Si se conoce una de estas super­
ficies desarroUables se pueden encontrar las otras ^oï cuadratu­
ras, 2° La razón anarmónica de 4 generatrices correspondientes 
a 4 superficies desarroUables distintas, es constante a lo largo de 
la curva. 

4.—Superficies desarroUables cuyas generatrices están unidas de 
7)ianera proyeclivaíiiente invariante con el tetraedro fundamental pro­
yectivo. Supongamos ahora que cri (2.4) los coeficientes a, /3, 7 , 
sean constantes. Lo mismo seria, naturalmente, si se considerase 
que estos coeficientes valieran respectivamente ap(ii),/3p(w)i'Vp(")) 
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siendo aj/3,< 7 constantes y P (lí) itna misma fiiiición cualquiera/ 
pueíto que se trata de coordenadas liomogeiieas-

Eíitonces la ecuación (2,4) queda 

0^-tx y + y^r = o. 0.1) 

de donde se deduce qite, siendo a, P, y constantes, también lo 
debe ser r. Los puntos E del plano.X', X' ' , X ' " dados por (2.1) 
con ios coeficientes ligados par la relación (3.7) forman una cóni­
ca, qi,ie si se torna el punto X ' p o r punto (001), el X ' ' por punta 
(010) y el X " ' p o r punto (100) de un sistema de coordenadas 

pi'oy^ectivas S, n, t del plano X ' X " X'" , tendrá por ecuación 

Esta cónica: es' tangente a ía recta' | -' o. en el punto (001), o 
sea, es tangente a la recta que une X ' y X " en el pUntO X ' . 
Por tanto, proyectando esta cónica desde el punto X de 
la curva, se obtiene un cono cifadráfico tangente al plano oscula-
dor a lo largo de ia tangente. Se tiene en eonseGuencia el si-* 
yuiente^"'. 

TEaRBMA IV.—Fara c[He exista alguna superficie desartoÜable' 
que pasa por los puntos de una-curva y ert cada uno de ellos la ge-" 
tieratris correspondiente tenga posición proyeclivainente fija respecta' 
el tetraedro fundamental, es necesario y suficient? que la pri­
mera cutvalina r de la curva sea constante. Reciprocamente, si es-

(,5) Rgtetenienifi es dabítío « f. iVtAlïDA. ifiie proprieté C3.ra¿tcr¡stíqae 
Oes coiirbcs gnUcliéa üorit les courbifres projectives soiit constantes, Tl*e ï f f 
Kokn Mathematical Jounia l . Vol. 47, 1940, páfí- 74-76, 
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Tlíir-fil'f M ·rr··-iri''Tf· f'ñY irTr-iii-riiï n.i ••• .rn -i-n • <ii i i, mf i . n n 

iü condición se <;tmiple, cada pmüo de la ^entila es vértice de un co-
110 de 2". orden tangente al plano osculador o lo largo de la tangen­
te, cnyas generatrices describen superficies desarrollahles mantenien-' 
'dose proyectivame7tte fijas respecto a'ltelraedrqjnndautental. 

Veamos ahora la Condición para íjae alguna de estas supevfi-
•cies desarroHables sea nn Cono. La condición (2.8) se escribe en 
'este caso 

^ 

V 

•'Y S 

(X0 

e Y — — 
1' 

•de a<3ñát 

j3 / 'a iS\ (5.S) 
•s = - ve 

-Y V Y 

Laego también debe ser: s _ constante. 

Cn este caso, de (3.7) y (3.8) se deduce 

- + » • ( - - e - ^s~- o (3.9) 
ry / \ >y / y 

•Resulta, por tanto, qvielia'brá 1, 2, 3 ó 4 conos según sea el 
wàmero de raíces distintas de esta ecuación. Si ?i es una de es­
tas raíces, o sea, 
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<P fíi) = ff + r í? — e í, + í =•• O (3.10) 

el vértice del cono, según cl Teorema I , resulta ser 

V, = ( - 0 + ,-• ?,. + t») X + (r + íf) X ' + fiX" + X ' " . (3.11> 

En el caso que estamos considerando de ser constantes las 
dos curvaturas proj'ectiyas r, s, la ecuación diferencial (1.2) de la 
curva es una ecuación diferencial con coeficientes constantes, cuya 
ecuación característica es precisamente la (3.JO). Supongamos 
que las 4 raíces ?¡ de esta ecuación sean distintas.- Entonces, las 
ecuaciones paramétricas de la curva, en coordenada? homogéneas 
y salvo una proyectividad podrán ponerse en la forma 

xx-me ( ¿ = 1, 2 ,3 ,4) (3.12) 

siendo a¡ constantes. Esta curva se transforma en si misma por 
el prupo de colincaciones. 

%,^ ^e (i - 1 , 2 , 3,4) (3.13) 

con el parámetro T. Basta, en efecto, observar que un punto 
X ( H ) de la curva (3.12) se transforma en el punto X ( H + x) que 
también pertenece a la curva. Bi grupo de las colineacioncs 
(3.13) es el grupo de todas las colincaciones que tienen 4 puntos 
dobles fijos, los cuales .son los puntos (0001), (0010), (0100) y 
(1090). Vani05 a demostrar que estos puntos son precisamente 
los puntos Vi de (3.11). 

En efecto, para la curva (3,12), las coordenadas v^ (k == 1, 
2, 3, 4) del punto Vj serán 
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y prescindiendo del factor proporcionalidad x^, resiiltíi 

v i = í i + fu,+ $? ?k + sM 5i + r IS. + $,) O. 

De esta expresión y de (3.10) se observa que 

o = V (Çi) — (̂  ($0 = (?i-Su) v'', para i f̂c fe 

y además fes vj = - — i Por tanto, como suponemos que las raí-
• í i Ç ' i . • 

ces de <í (S) *=* o son distintas, resulta que 

Y o para -i = k 

= 0 " i # fe. 

En consecuencia los puntos VI de (3.11) son precisamente los 
vértices del tetraedro fundamental de coordenadas, o sea, los pun­
tos dobles de todas las colineacioncs (3.13) que dejan invariante a 
la círrva dada. 

Análogamente se demuestra que, cuando, la; ecuación (3.10)i 
tiene raíces múltiples y coinciden por tanto algunos-de los puntos 
Vi, el grupos de las colineaciones que transforman en si misma a 
la curva dada es el grupo de las colineaciones que tienen 4 puntos 
dobles fijos pero algunos de ellos coincidentcs. 

Las curvas del espacio que admiten un grupo continuo de 
colineaciones; o sea, que son trayectorias descritas por los t rans­
formados de un misni) punto mediante las colineaciones de un 
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grupo continuo dependiente de un parámetro, se llaman curvas W 
o curvas anarmónivas ^^'>: Según esto, podemos reunir lo última­
mente demostrado en el siguiente 

TEOREMA V. -Para que wia curva del espacio esté contenida en 
una superficie cónica tal que las generatrices de la misma estén en ca­
da punto proyecttvammte fijas respecto el tetraedro fundamental pro-
yeciivo correspondiente, es condición necesaria y suficiente que las 
dos curvaturas :proyectivas f, s sean constantes. En este, caso existí, 
rán tantos conos con la propiedad mencionada como raices distin- . 
tas tenga la ecuación (3.10); los vértices de dichos conos están da­
dos por' {Q i t< I ).rLaS' curvas r, s constantes sonlas curvas W oanar-
mónicas del- espacio y los vértices Vi de los conos mencionados son 
precisamente los puntos'dobles de las infinitas colineaciones del gru­
po de utt parámetro q%ie tiene coikó una de sus trayectorias la curva 
dada. 

(G) Ver por ejemplo: F . E N R I Q U E S - 0 . CHISINI, Teoria geometricíi 
fklle equfiziooi, vol. UI , pag. 241 ; G, H. HAl .PHKN, Sw les iiiviiriants di/fe-
reiitiels des courbcsg-aacbés, Oeuvres t . J l , pág . 402; E. P. LAÑE, Á tteati-
se on ptojectivc differental geometry, Chicago 1941, pág. 8 6 . 
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