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CUESTIONES RESUELTAS

©9. Demostrar el isotopismo de dos circunferencias homeomorfas cuyos
planos son perpendiculares a la recta determinada por sus centros.

Idem en el caso de dos curvas planas cualesquiera uniformes respecto de
sendos puntos Q y O, siluados en planos perpendiculares a la recta OO'.

R.T.

Solucién.—1.° Pueden suponerse las dos circunferencias del mismo radio,
p'ues en caso contrario, por una homotecia en una de ellas respecto de su centro,
se la transforma en otra del mismo radio que la otra. Esta homotecia, conside-~
rando el haz de circunferencias concéntricas que va de la primera a la iltima, se
ve que es una transformacion isotopa.

Para fijar la posicién de los puntos de las circunferencias homeomorfas de

centros O y 'O’ dadas, tomamos los dngulos que los radios correspondientes °

forman con dos radios paralelos. .

Supongamos primero que el homeomorfismo entre las dos cm:unferencms sca
tal que a un sentido en la una corresponda el mismo en la otra, es decir, tal que
sia y B son los 4ngulos que fijan la posicidn de dos puntos de la primera y o, '
los homologos de la segunda, sean ¢ — B y o' — B’ del mismo signo. Si h es la
distancia entre las dos circunferencias, consideremos sobre el cilindro de revolu-~
cién que las contiene una familia de circunferencias situadas en planos paralelos
perpendiculares al eje y en las cuales se define un homeomorfismo con las circun-
ferencias pnmmvas, tal que si « y a' son los dngulos correspondlentes a dos
puntos homoélogos de las mismas, el homoélogo de ambos en la circunferencia
situada a una distancia x de la primera sea el correspondiente al 4ngulo

- h—x x
0\“=——;-——'¢"{-"’T‘¢ﬂ 0Lx<&£h.

Esta correspondencia puntual entre estas circunferencias y las primitivas es
honieomorfa. En efecto, es bicontinua y biunfvoca, puesto que si a un valor de 6
y x' correspondiesen dos puntos distintos « y B de la pnmera y o, f de la
segunda circunferencias, serfa

h—x: x ' -
P — e L U = 0' X .
) iRt @
lo cual no es posiblc por ser los dos sumandos del mismo signo. Luego se puede
" pasar de una circunferencia a la otra, llevando a coincidir los puntos homéiogos,
de una manera continua, siguiendo la familia de circunferencias considerada tal
. que todas ellas son homeomorfas a las primitivas, luego éstas son isotopas.
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Si el homeomorfismo dado cambia los sentidos de las dos circunferencias, se
puede hacer lo siguiente: por un movimiento siguiendo las secciones meridianas
de medio taro, la. primera circunferencia se coloca en su mismo plano, pero
en sentido inverso al que tenia antes. Evidentemente, a esta nueva posicion se ha
llegado por un isotopismo. Sea O, el nuevo centro. Sobre el cilindro de eje O, O’
que conliene las circunferencias iguales de centros O; y O, aunque sea oblicuo,
podemos definir una familia de circunferencias homeomorfas a las dadas de una
manera andloga al caso anterior. Luego también en este caso el isotopismo queda
establecido.

2° El caso de dos curvas planas cerradas cualesquiera uniformes respecto O
y O, se reduce al anterior si demostramos que toda curva de esta clase es isotopa
de una circunferencia de centro O. En efecto, si p =p(a) es su ecuacién en
coordenadas polares, definamos la familia de curvas

p=p((l—xa) 0ZLxzl

que para x = 0 coincide con la_dada y para x==1 con la circunferencia de
radio p (0). Como la correspondencia puntual entre cada una de estas curvas y la
primitiva es homeomorfa, queda demostrado el isotopismo,

Si se-tratase de arcos abiertos, este mismo procedimiento nos demuestra su
isotopismo con arcos de circunferencia vistos desde O bajo el mismo 4ngulo. De
este modo se ticne un homeomorfismo entre dos arcos de circunferencias situadas
en planos perpendiculares a la recta que une sus. centros. Extendiendo de una
manera cualquiera el homeomorfismo a las circunferencias completas, estamos
en el caso primero. Es decir, dos arcos abiertos con las condiciones del enunciado

son también isotopos.
L. A.SaNTALO.




